
מטלת קובץ  12
	חומר הלימוד למטלה:  פרקים 3–6
	משקל המטלה:  2  נקודות


שאלה 1  (20 נקודות)


תהיינה  ותהי .



תהיינה פונקציות חלקיות מ־ ל־.




נתון ש־ גזירה בכל נקודה ב־ ו־ גזירה בכל נקודה ב־.








נתון שלכל  מתקיים  וגם .
הפונקציה  מוגדרת על ידי  אם  ו־ אם .
1. 



הפריכו על ידי דוגמה מתאימה את הטענה: ״אם  רציפה ב־ אז  גזירה ב־״.
2. 



הוכיחו כי אם  ו־  הן קבוצות סגורות אז  גזירה ב־.
שאלה 2  (20 נקודות)
בשאלה זאת תוכיחו משפט ידוע מהקורס חשבון אינפיניטסימלי 1 בהקשר גיאומטרי.




יהי  מספר טבעי ותהי  מסילה, כך ש־ גזירה בכל .



טענה: יש  ו־ כך ש־.
1. 
עבור  הפריכו את הטענה.
2. 




הוכיחו את הטענה בהנחה ש־ ושלכל  מתקיים .
המלצה: העזרו בפונקציה שמוגדרת על ידי  עם וקטור מתאים .
3. 


עבור כל  וההנחה הנוספת שלכל  מתקיים  – הפריכו את הטענה.
4. 








בעזרת סעיף ב  והמסילה המוגדרת על ידי (ולא בדרך אחרת) הוכיחו את משפט קושי: אם  ו־ הן פונקציות רציפות בקטע  וגזירות בקטע , ואם  לכל  אז יש  כך שמתקיים:	
שאלה 3  (20 נקודות)




תהי  פונקציה חלקית מ־ ל־ שגזירה ברציפות בנקודה .





תהי  פונקציה חלקית מ־ ל־ שגזירה פעמיים ב־  ותהי .


נתון ש־ היא נקודה קריטית של .




הוכיחו ש־ גזירה פעמיים בנקודה  ומצאו את ההֶסִיָאן . שימו לב: לא נתון ש־ גזירה פעמיים!
שאלה 4  (20 נקודות)










יהי . תהי  פונקציה חלקית מ־ ל־ שרציפה בסביבה של נקודה  ויהי. הוכיחו שאם  היא נקודה מבודדת של הקבוצה  אז  היא נקודת קיצון מקומי של . האם גם הטענה ההפוכה נכונה?
שאלה 5  (20 נקודות)






תהי  מטריצה ממשית סימטרית הפיכה. נניח של־ יש  ערכים עצמיים שונים שנמספר בסדר יורד  ונסמן ב־ וקטור יחידה שהוא וקטור עצמי ששייך ל־.


נגדיר פונקציה  על־ידי:	
1. 


חשבו את הגרדיאנט  ואת מטריצת ההסיאן  עבור כל .
2. 
מִצאו את כל הנקודות הקריטיות של .
3. 



לכל אחת מהנקודות הקריטיות של  קבעו בעזרת מטריצת ההסיאן אם היא נקודת מינימום מקומי, נקודת מקסימום מקומי או נקודת אוכף.
חלקו למקרים בהתאם לסימני הערכים העצמיים. תוכלו להיעזר בעובדה שהווקטורים העצמיים  מהווים בסיס אורתונורמלי של . שימו לב שבסימוני ספר הלימוד .
4. 

האם יש ל־ נקודת מקסימום ב־? אם לא, הוכיחו שאין. אם כן, מצאו אותה.
5. 

האם יש ל־ נקודת מינימום ב־? אם לא, הוכיחו שאין. אם כן, מצאו אותה.
סוף המטלה ►►► 

הערות







לשאלה 1:	2021ב\11\5 = 2020ב\72\2. סעיף ב הוא 2026ב\91\2.
עיקר הבעיה היא בנקודות של  כי בשאר הנקודות יש סביבה שבה  מתלכדת עם   או עם . בנקודות הבעיתיות אפשר לראות שהגבול מהגדרת הגזירות הוא אפס דרך כל אחת משתי הקבוצות, ולהסיק שהגבול הוא אפס גם דרך האיחוד . כל נקודה של  היא פנימית ב־ ולכן הגבול המבוקש הוא אפס בנקודה.

































לשאלה 2:	מבוסס על שאלה מהקורס הישן (למשל 2018ב\14\5).
בסעיף ב: ראשית אם  לולאה אפשר לקחת  ו־ כלשהו. אחרת:
אפשר לבדוק שהפונקציה  גזירה ב־ (למשל בעזרת כלל השרשרת להרכבה עם הפונקציה הלינארית ).
משפט הערך הממוצע של לגרנז׳ נותן  עבורו:	
אז:	
יש ב־ וקטור  שמאונך לווקטור  כי מימד המשלים האורתוגונלי הוא 1). וקטור  כזה פורשׂ את המשלים האורתוגונלי. מתקיים עבורו  ולכן  מאונך למשלים אורתוגונלי, ולכן  פרופורציוני ל־.
(העקרון כאן הוא שבמרחב מכפלה פנימית דו־ממדי כל הוקטורים שמאונכים לוקטור נתון שאינו 0 פרופורציוניים זה לזה).
לדוגמה הנגדית בסעיף א צריך מסילה שבה הטיעון של סעיף ב נכשל: הוא נכשל רק אם  (אז יש פרופורציה אבל אין ). למשל:	
עם הקטע . כאן  ואם  מקבלים:	
בסעיף ג עבור  אותה סתירה מתקבלת עם:	
עבור  אפשר להוסיף רכיבים קבועים.
בסעיף ד מקבלים:	
ההנחה ש־ לכל   ומשפט רול מבטיחים ש־ ולכן גם:	
ומכאן:	










לשאלה 3:	הכללה של 2026א\91\2 שהיא וריאציה על שאלה 2 מממ״ן 12 מ־2023ב (גם 2021ב\12\2 ו־2020ב\85\2).
את 2026א\91\2 (שם  ו־) פתרתי גם במפגש ב־2026
ב־2023ב הייתה  כלומר . שם גם הייתה נתונה נוסחה להסיאן:	
קודם כל אפשר לחשב את הגרדיאנט בעזרת כלל השרשרת.
למרות שלא נתונה גזירות פעמיים כדאי (לפחות בטיוטה) לחשב את ההסיאן על ידי גזירת הגרדיאנט שהתקבל באמצעות כלל השרשרת. זה נותן מועמד להסיאן, ואז משתמשים בהגדרת הגזירות עבור  (וגם עבור ) כדי להוכיח ש־ גזירה ב־ ומטריצת היעקוביאן שלהּ היא המועמדת להסיאן .
לפתרון שיפורסם אני רוצה להשתמש בטענת עזר 3.ז.5 (״הלמה של עופר״).






























לשאלה 4:	דומה ל־2026ב\91\1 = 2022ב\93\1. שם מדובר בקיצון גלובלי ופונקציה רציפה בכל המרחב. וזה הפתרון משם, שאפשר לשפר משמעותית על סמך העובדה שכדור נקוב במרחב אוקלידי ממימד 2 ומעלה הוא קבוצה קשורה־מסילתית. (ולכן תמונתו קמורה): ברור ש־. אם זה אינו מינימום ואינו מקסימום של  ב־ אז יש נקודות  ו־ ב־ כך ש־.
הקבוצה  קשורה־מסילתית, וזה כתוב בספר אבל רק בפרק 8, שאלה 8.א.26. אפשר להמשיך גם כך: הקבוצה הסופית  חסומה ולכן יש כדור פתוח  שמכיל אותה. לפי שאלה 2.ט.13 הקבוצה  קשורה־מצולעית ולפי טענה 2.ט.8 היא גם קשורה־מסילתית ולכן יש מסילה  כל ש־ ו־.
הפונקציה  רציפה ב־ לפי טענה 2.ה.13, ומתקיים  ולפי משפט ערך הביניים מאינפי 1 יש  כזה ש־. אז  ולכן .
אבל  וקיבלנו סתירה.
לכן בניגוד להנחה  היא נקודת מינימום או נקודת מקסימום של  ב־.
אפשר גם להגיד כדלעיל שהקבוצה  קשורה־מסילתית, לכן לפי טענה 2.ט.2 הקבוצה  היא  תת־קבוצה קשורה־מסילתית של הישר הממשי, ולפי טענה 2.ט.2 היא קמורה, ולפי הערה 1.ג.15 היא קטע או קרן או כל הישר, אבל היא אינה מכילה את ף לכן אינה כל הישר, והיא איחוד של קטע כזה או קרן כזאת עם , מה שמחייב את  להיות מקסימום או מינימום של הקבוצה (ולמעשה קצה של הקטע או הקרן).
הכיוון ההפוך אינו נכון. דוגמה מתאימה היא למשל פונקציה קבועה.


















































































לשאלה 5:	לפי שאלה שהציע קלוד:
 	 https://claude.ai/share/e483a2e0-2338-44f1-97eb-b3a632c7f280
אפשר להיעזר בדוגמה 3.א.5, בשאלה 3.ז.15 ובדוגמה 5.ב.12 ולקבל:	
מקבלים ש־ נקודה קריטית אם ורק אם  כלומר	
כלומר או ש־ או ש־ הוא וקטור עצמי של  ששייך לערך העצמי .
זה מחייב שיש  כך ש־  ובפרט  ו־. אז .
אם כן הנקודות הקריטיות הן ראשית הצירים וכן  עבור כל ערך עצמי חיובי .
נבחן את מטריצת ההסיאן בכל אחת מהנקודות הקריטיות:
עבור הראשית מתקיים .
אם כל הערכים העצמיים חיוביים (דהיינו ) אז המטריצה  חיובית לחלוטין ולכן  היא מטריצה שלילית לחלוטין והראשית היא נקודת מקסימום מקומי. אם כל הערכים העצמיים שליליים אז  שלילית לחלוטין ולכן  היא מטריצה חיובית לחלוטין והראשית היא נקודת מינימום מקומי. אחרת נקבל  ובדומה  ולכן המטריצה  אינה חיובית ואינה שלילית והראשית היא נקודת אוכף.
נתבונן בנקודה הקריטית  (כזכור ). מתקיים:	
כאשר  הדלתא של קרונקר. בפרט כל ה־־ים הם וקטורים עצמיים של . אם   הערך העצמי השייך ל־ הוא   ואם  הערך העצמי השייך ל־ הוא  . בפרט אם  נקבל שהערכים העצמיים הם   וכן עבור  הערכים העצמיים . אז כל הערכים העצמיים של  במקרה זה הם חיוביים ולכן  הן נקודות מינימום מקומי.
אם  אז  הוא ערך עצמי חיובי של  ואילו  הוא ערך עצמי שלילי, ולכן המטריצה   אינה חיובית ואינה שלילית, ומכאן שהיא נקודת אוכף.
לסיכום, מצאנו את כל הנקודות הקריטיות: אלה הראשית, ולכל ערך עצמי חיובי יש עוד שתי נקודות קריטיות. הראשית היא נקודת מקסימום מקומי אם כל הערכים העצמיים חיוביים, היא נקודת מינימום מקומי אם הם כולם שליליים ואחרת היא נקודת אוכף. אם יש ערך עצמי חיובי את  ויש בדיוק שתי נקודות מינימום מקומי . שאר הנקודות הקריטיות הן נקודות אוכף. (הערה: ללא ההגבלה ל־ הפיכה הדברים טיפה מסתבכים אבל לא הרבה).
נעבור לנקודות קיצון ב־. אם יש כאלה הן נקודת קיצון מקומיות ולכן בן אלה שמצאנו. ראשית, לפי משפט וויירשטראס הפונקציה הרציפה  בספירת היחידה. נסמן חסם מלעיל שלה ב־, דהיינו אם  אז:	
מזה נקבל:	
אז  אינה חסומה מלעיל ולכן אין לה נקודת מקסימום ב־.
מצד שני, לפי משפט ויירשטראס יש ל־ נקודת מינימום  בקבוצה . מתקיים . אם  אז נסמן   ו־ ואז:	
גם אם  מתקיים  ולכן  היא נקודת מינימום של  ב־. אז היא נקודת מינימום מקומי ולכן היא אחת מהנקודות שמצאנו קודם.
אם כל הערכים העצמיים של  שליליים אז ראינו שנקודת הקיצון היחידה היא הראשית, ולכן במקרה זה  (במקרה זה לא קשה להיווכח בכך ישירות: המטריצה  במקרה זה היא שלילית לחלוטין ולכן לכל    מתקיים  ולפיכך ).
אחרת  ובמקרה זה הראשית אינה נקודת מינימום מקומי, ולכן . במקרה זה בהכרח  היא אחת משתי נקודות המינימום המקומי שמצאנו דהיינו  והערך המזערי של  הוא:	
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