


מטלת קובץ  11
	חומר הלימוד למטלה:  פרקים 1–2
	משקל המטלה:  2  נקודות


שאלה 1  (15 נקודות)



תהי  קבוצה ב־. הוכיחו שהקבוצה  היא קבוצה סגורה.
שאלה 2  (15 נקודות)



יהי  ותהי  פונקציה שרציפה בסביבה נקובה של נקודה .

הוכיחו ש־ אינה  חד־חד־ערכית.
שאלה 3  (20 נקודות)








מצאו קבוצה פתוחה  ב־ כך ש־ וכך שלפונקציה	
יש גבול בנקודה  דרך , דהיינו יש  עבורו:	
שאלה 4  (20 נקודות)

תהי .


הוכיחו שהקבוצה  קשורה־מסילתית ואילו הקבוצה  אינה קשורה מסילתית.
שאלה 5  (30 נקודות)

א.	הוכיחו שהקבוצה  אינה קמורה.


ב. הוכיחו שהקבוצה  היא משטח.
הערה: אפשר להוכיח גם ש־ היא טלאי דו־ממדי).
סוף המטלה ►►► 

הערות




לשאלה 1:	2021ב\11\1 = 2020ב\85\1. המשלימה פתוחה: אם  במשלימה אז יש כדור סביב  שזר ל־ ואפשר לבדוק שהוא זר ל־
לשאלה 2:	2026ב\97\1 = 2020ב\72\1. בכל סביבה נקובה אפשר למצוא לולאה. ואם הפונקציה חד־חד־ערכית אפשר לקבל סתירה למשפט ערך הביניים על אחד מחלקי הלולאה.











לשאלה 3:	2026ב\88\1
אפשר לראות שדרך ישרים שונים מתקבלים גבולות שונים:	
אבל ישר אינו קבוצה -פתוחה. אז נרצה ״להיצמד״ לישר אחד קרוב לראשית.
ניקח  (בדומה לקבוצה משאלה 2.ח.6, עם הגבלה נוספת לרביע הראשון ולסביבה של הראשית.). זאת קבוצה פתוחה לפי טענות מפרק 2.
 אם  אז . הפונקציה  עולה ב־ ולכן: ומכאן:	
עכשיו אפשר להשתמש בכלל הכריך (מותאם לשאיפה דרך ) או ישירות בהגדרת הגבול, ובעובדה שתי הפונקציות החוסמות את  מלעיל ומלרע שואפות ל־1, ולקבל שמתקיים:	





















































לשאלה 4:	הצמצום של הפונקציה  לקטע  שמוכל ב־ הוא מסילה בין שתי נקודות כלשהן ב־. עבור  יש מספר טבעי  כך ש־ ועבור מספר זה מתקיים . בנוסף  ולכן .  אם ממניח בשלילה ש־ קשורה מסילתית אז יש מסילה שמוצאהּ ב־, ויעדה ב־שתמונתה מוכלת ב־. תהי  מסילה עם  ו־. נתבונן ב־. מתקיים  ולכן . לכן  ויש חסם תחתון  לקבוצה .  בהכרח , כי אחרת מרציפות  נקבל שיש סביבה שמאלית של  שמוכלת ב־, בסתירה להגדרת  כחסם התחתון של . אז  ואילו  לכל . נסמן .
מתקיים . 
יש  כך שאם  אז .
יהי   אז לכל  מתקיים.
יש  כך ש־. יש  כך ש־.
יש  טבעי כך ש־. כמוכן .
ממשפט ערך הביניים יש  כך ש־.
אז .
אבל אז:	
ולכן  בסתירה לכך ש־.














לשאלה 5:	בסעיף א צריך להבין את הצורה: אפשר לקחת שתי נקודות על שניים מהצירים רחוק מהראשית ולראות למשל שאמצע הקטע ביניהן אינו בקבוצה: הנקודות  ו־ נממצאות בקבוצה  אם נניח בשילה שהיא קמורה אז  ומזה מקבלים  וסתירה למשל עבור .
בסעיף ב אפשר לראות למשל ש־עבור  מתקיים  וזה איחוד של שני גרפים של פונקציות רציפות בקבוצה פתוחה. ודומה לקבוצות שמתקבלות מתמורות של שיעורי הנקודות, וכך לכל נקודה  יש סביבה שעד כדי תמורה של שיעורי הנקודות חיתוכהּ עם  הוא גרף של פונקציה רציפה בקבוצה פתוחה. (אפשר להתחיל בזה שלכל נקודה ב־ שניים משיעוריה אינם אפס, ומכאן שיש גם סביבה עבורה זה כך).
אם רוצים להראות ש־ היא טלאי אפשר למשל להפעיל פונקציית נרמול על כל נקודה של  כלומר להטיל אותה על ספירות היחידה, ומאחר שיש נקודה של ספירת היחידה שאינה מתקבלת (למעשב שש נקודות כאלה) וכדור היחידה פחות נקודה הוא טלאי (למשל לפי הטלה סטראוגרפית) מקבלים שגם  הוא טלאי. צריך להראות שההטלה היא הומאומורפיזם, כלומר שההופכית שלה רציפה, ואז ההרכבה שלה עם ההטלה הסטראוגרפית מגדירה הומאומורפיזם עם קבוצה פתוחה במישור (שהיא כל המישור פחות חמש נקודות).
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