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  15ממ"ן  מתווה לפתרון 
 1א2026  סמסטר:  3חשבון איפייטסימלי  – 20224  הקורס:

 קודות   4  משקל המטלה:  9פרק   חומר הלימוד למטלה:

 קודות)  20(  1שאלה 
1יהי  k. ב־  משטח־על חלק הוכיחו שכלkR ומה.  הואקבוצה צ  

בכך שאוסף הקבוצות מהצורה    למשל הערה: אפשר להיעזר   1 1, ,k ka b a b    עםia ו־ib   ליים כךמספרים רציו

iש־ ia b ית פתוחות ב־תיבוה של יהוא אוסף בן־מkR   קודה כך שלכלkaR סביבה    לולכU   שלa   יש תיבהB 

aבאוסף כך ש־  B U .  

  פתרון 

השבהערה בגוף השאלה דומה לזאת סתמך על טע :  

  : 1טעת עזר 

סביבה של  Uתהי  1, , , k
ka a a R ליים1  . יש מספרים רציו 1, , , ,k k     

  כך שמתקיים:   1 1 1 1, ,k k k ka U                        

כך: 1טעת עזר ות המתואר בסגורסמן את אוסף התיבות המשטח־על  Hיהי 

   1 1 , , , , 1, ,k k i i i i i k                    Q B  

 : 2 טעת עזר
aלכל   H   ישaB B  כל ש־aa B וכך ש־aH B .פח אפס היא קבוצה בעלת  

וכיח את טעי שובעת מולפ ראה איך ה שבשאלה:  הןת העזרהטע  

סמן  aB a H C  אז .C  יה, כי היא תת־קבוצה שלהיא קבוצה בת מB שהיא קבוצה בת־

aיש  BCמיה, ולכל   H כך ש־aB B  ולכןaH B H B    , פח אפס היא קבוצה בעלת

a  :היא קבוצה צומה. מתקיים בבירור 7.ה.9פי אבחה לו
a H B

H H B H B
 

    
C

 

הקבוצה  16.ה.9היא איחוד של אוסף בן־מיה של קבוצות צומות, ולפי חלק ב של טעה  Hלכן 

H  ומה. עצמההיא קבוצה צ  

  : 2 הוכחת טעת עזר

  כך שמתקיים aשל  Uיש סביבה  12.ג.7לפי מסקה      H U x U F x F a      

F:עם פוקציה   U  R שהיא גזירה ברציפות ו־  0F a .  

המשוואה  7.ב.7(משפט ההגדרה הסתומה) והערה   3.ב.7ממשפט    F x F a   מגדירה את אחד

1kברציפות של  הגזיר המבין המשתים כפוקצי   קודהותרים בסביבת הים ההמשתa ליתר .

f:ופוקציה  Rב־ Wו־ 1kRב־   U  ותפתוח ותדיוק: יש קבוצ U W  שהיא גזירה ברציפות ב־

U  ותמורה  1,2של המספרים, ,k כך שמתקיים       H U U W G f     
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  כאשר        1 2 1 2: , , , , , ,k kx x x x x x      

היא פוקציה אפיית הפיכה, ו־ a U W  :סמן .     ,a u w   

uעם  U  ו־w W . ת עזר1(עם   1מטעk  (  לייםיש מספרים רציו,k k  Q  כך שמתקיים

 , ,k k k kw W         קציההפו .f גזירה ברציפות ב־U  ולכן היא רציפה ב־U  ובפרט

כך שמתקיים  uשל  Vיש סביבה  2.ד.2, ולפי חלק ג של אבחה u היא רציפה בקודה

   ,k kf V  ובע שעבור   1ת עזר . מטע1, , 1i k   לייםיש מספרים רציו,i i  Q   כך

  מתקיים:ש   1 1 1 1 1 1 1 1, , , ,k k k ku V                         

  1סמן:  1, ,k kB              

  אז    1 1 1 1, ,|
k k

B G f G f        
    

1מתקיים  1 1 1, ,k k U              קציהולכן הפו 1 1 1 1, ,|
k k

f           קציההיא פו

  היא פוקציה איטגרבילית בתיבה זאת. 30.ב.9רציפה בתיבה סגורה ומיושרת, ולפי טעה  

ובע ש־  11.ד.9לכן מטעה     1 1 1 1, ,|
k k

B G f G f        
     .פח אפס היא קבוצה בעלת  

מתקיים    ,a u v B   .:סמן   1
aB B  

aaאז  B וסףמתקיים . בBB   וגםaB B מתקייםו    1
aB H B G f    

aBהקבוצה   25.ד.9ולפי שאלה  H .פח אפס היא בעלת  

  : 1טעת עזר הוכחת 

0rיש   14.א.2לפי הגדרה   כך ש־ ;B a r U.  

  ). 1 מהקורס חשבון איפייטסימלי  1.66יש מספר רציולי (משפט Rכידוע בכל קטע פתוח ב־ 

i,לכן יש מספרים רציוליים   i  Q  :כך שמתקיים  r r
i i i i ik k
a a a        

  סמן:    1 1 1 1, , , ,k k k kA B                     

aאז בבירור  A.  

אם  1, , kx x x B   אז לכל 1, ,i k   מתקיים   , ,r r
i i i i ik k
x a a        

rולכן 
i i k
x a   ה10.ד. 1ולפי טע  

1
max r

i i ki k
x a k x a k r

 
      

ואם כך  ;x B a r U לכן , וB U.  
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 קודות)  15(  2שאלה 
  חשבו את האיטגרל המרובה: 

 
1 1

0,1

max , ,
k

k kx x dx dx    

  פתרון 

סמן  0,1 kB  .  סמן 1, , , kx x x  סמן: ו   1: max , , kf x x x   

,1עבור  ,j k  :סמן   , 1, ,j i jK x B x x i k      

אז מתקיים    jf x x  לכלjx K.  

  סמן גם:  , 1, ,j i jU x B x x i k      

עבור  , 1, ,i j k  כך ש־i j סמן   ,i j i jL x B x x    

  וסמן:
1

ij
i j k

L L
  

   

בעלת פח   Lגם   2.ד.9, ולפי אבחה 18.ד. 9הן בעלות פח אפס לפי חלק א של שאלה  ijLהקבוצות 

,  27.א.2היא בעלת פח). בעזרת  Bהיא בעלת פח אפס (כי כתיבה סגורה ומיושרת Bאפס. גם 

jKאפשר לראות ש־ 25.ד.2ו־ 23.ד.2 L B   ו־jU L B    ולכןjK  ו־jU  .פח בעלות  

  איטגרבילית בכל קבוצה בעלת פח.  היא ולכן kRב־  היא רציפה fהפוקציה  

j\ברור ש־ jK U L   ולכן\j jK U  :פח אפס, ולכן היא בעלת

  
\

0
j j j j j jK U K U U U

f f f f f          

כמוכן 
1

k

k
j

B L U


   ולכן:איחוד של קבוצות זרות  
1 1 1

0
j j j

k k k

j j jB L U K K

f f f f f
  

            

תמורה של  תהי  1, ,k:תהי .        1 1: , , , ,k kx x x x      

  אז               1 1 1 1
1

11 1, , max , , max , , kk kf x f x x x x x x f x
   

    
         

1fכלומר  f כמוכן .:          1 1 1, 1, ,j i j jK x B x x i k K
  

         

  מתקיים: 9.ג.9אז לפי שאלה  

   1

1

jjj
K KK

f f f
 




     

לכל   , 1, ,i j k   יש תמורה כך ש־ i j  :ולכן  
i jK K

f f   

1  לכן:
1 1j k k k

k k

k k
j jB K K K K

f f f k f k x dx dx
 

           

  . 26.ו. 9את האיטגרל האחרון חשב בעזרת מסקה 
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kAסמן  26.ו. 9בסימוי מסקה  K ו־ 0,1   ואז עבורy  מתקיים :

      
      

1 1 1 1

1 1
1 1

, , , , ,

, , 0,1 , 1, , 1 0,

y k k

k k
k i

A x x x x y A

x x x y i k y

 

 


 

     

 

 

  

: 26.ו.9אז ממסקה 

   

 

1 1 1 1

11 1 1
1 1 1

1
00 0 0

vol

1 1vol 0, 1 1

k y

k k k k y
K A

k k k k
k

x dx dx y dx dx dy y A dy

y y dy y y dy y dy yk k

 
 

  


 
  
 
 

         

   

  

   

1  לכן:
1

1 1
k

k k
B K

kf k x dx dx k k k   
     
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 קודות)  15(  3שאלה 
:ויהי  kRקבוצה פתוחה ב־  Uתהי  kU  R  דיפאומורפיזם. הוכיחו ש־det 1xJ     לכל

x U   אם ורק אם    vol volk kK K    לכלK U  .פח שהיא סגורה, חסומה ובעלת  

  פתרון 

1fעם    26.ז.9כיוון אחד הוא תוצאה מידית של מסקה  : 

detאם  1xJ   לכלx U ו־K U פח אז: היא סגורה, חסומה ובעלת

    
   

   1vol 1 det det 1 volk k
K K K K K

K f f J J K
 

              

 ,aראה שאם יש קודה כיוון השילהוכחת ה U כך ש־det 1aJ   ,אז יש קבוצה סגורה

Kכך ש־ Kחסומה ובעלת פח  U  ו־    vol volk kK K .  

aאם יש קודה  U כך ש־det 1aJ   קציהאז מאחר שהפוxx J  רציפה ב־U  כי) 

detגזירה ברציפות) גם הפוקציה  xx J  רציפה ב־U   ולכן יש (קציות רציפותכהרכבת פו)

סביבה  ;K B a r U   כך שלכלx K מתקייםdet 1xJ  הסביבה .K  היא כדור סגור ולכן

היא קבוצה סגורה וחסומה ובעלת פח. סמן  min det xJ x K  .  

1אז    :ומתקיים        vol det vol volk k k
K K

K J K K         

aאחרת יש קודה  U כך ש־det 1aJ  (ותעם היפוך אי־שוויו) אפשר לטעון באופן דומה .

ואפשר גם כך: סמן   a a סמן , U U  סמן1ו   אז . היא דיפאומורפיזם מ־U 

. ההרכבה Uל־      קציה הזהות שלהיא פוU  ולכן מטריצת היעקוביאן שלה היא מטריצת

  היחידה. מכלל השרשרת קבל:   k k a a aaaI J J J J J             

  אז 1 det det det det det detk k a a a a a aI J J J J J J               

  ולכן:
1det 1

deta
a

J
J




   

Kיש  aו־ במקום  aו־ אז מהטיעון הקודם עם  U    פח עם שהיא סגורה, חסומה ובעלת

  vol volk kK K   סמן ואם K K    אזK U   פח היא קבוצה סגורה, חסומה ובעלת

ומתקיים כמובן  K K :ולכן      vol volk kK K  
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 קודות)  15(  4שאלה 
  חשבו את הפח והמרכז הגיאומטרי של הקבוצה:  2 2 2 2, , sin ,0z zx y z x e y e z z       

  פתרון 

  סמן:   2 2 2 2, , sin ,0z zA x y z x e y e z z       

ב־ Aסמן את המרכז הגיאומטרי של  , ,a b c:תהי .     : , , , ,x y z x y z    

המרכז הגיאומטרי של  6.ז. 9זאת העתקה אפיית ולפי שאלה  A  הוא , ,a b c.  

אבל בבירור מתקיים  A A   ולכן   , , , ,a b c a b c   כלומר   , , , ,a b c a b c  .  

aאז  a  ו־b b   0כלומרa   0וגםb  חשב את .3vol A   ואת
A

z dxdydz  ואז לפי

קבל   33.ו.9הגדרה 
3

1
vol A

A

c z dxdydz  ים על־ידישתמש בהחלפת משת טגרללחישוב האי .

  הפוקציה:   : , , , ,z zx y z xe ye z   

  זאת פוקציה הפיכה וההופכית שלה היא:   1 : , , , ,z zx y z xe ye z   

1(בדקו שההרכבות    1ו־   קציית הזהות של3שתיהן פוR .(  

  רציפות ומתקיים: בהפוקציה גזירה  , ,

0
0
0 0 1

z z

z z
x y z

e xe
J e ye

  
 

  
 
 

  

  ולכן: , ,det 1 1z z
x y zJ e e      

  מתקיים:     
      
    

2 2 2 2

2 2

2 2

, , sin ,0

, , sin ,0

, , 0, sin

z z

z z z z

A x y z x e y e z z

xe ye z xe ye z z

x y z x y z

  







 

    

    

     R R

  

, והיא מוכלת ב־25.ד.2הקבוצה הזאת סגורה לפי מסקה      1,1 1,1 0,     .ולכן היא חסומה  

  שפתה מוכלת בקבוצה          2 2, , 0, sin 0,0,0 , 0,0,x y z x y z      R R  

  ) ולכן היא בעלת פח. בממ״ן זה 1שהיא קבוצה צומה (למשל לפי שאלה 

  מתקיים: 3Rרציפה ב־  fלכל  26.ז.9לפי מסקה 
 

det
A A A

f f J f


        

גם הפוקציה הקבועה   : , , 1f x y z    קציהוגם הפו : , ,f x y z z  הן רציפות ומקיימות

f f  . סמן K A קציות האלה מתקייםאז לשתי הפו .
A K

f f  .  



 15ממ"ן  \   2026 \  20224 7  

כדי לחשב את  26.ו.9שתמש במסקה 
K

f.  סמן 0,    ולכלz :סמן

            2 2, , , , sin 0,0 ; sinzK x y x y z K x y x y z B z       

  אז:    
  0 0,0 ; sin

, , , ,
zK K B z

f f x y z dxdy dz f x y z dxdy dz




  
           

      

עבור  : , , 1f x y z  :קבל

  
  

   

 

3 3
0 00,0 ; sin

0
0

vol 1 1 vol 0,0 ; sin

sin cos cos cos0 2

K B z

K dxdy dz B z dz

z dz z

 


       

 
     
 

        

   



  

  ). 28.ו.9(אפשר היה למק חישוב זה גם בעזרת מסקה 

עבור  : , ,f x y z z :קבל

  
  

   

 

3
0 00,0 ; sin

2
0

0

vol 0,0 ; sin

sin sin cos

K B z

z dxdydz z dxdy dz z B z dz

z z dz z z z

 


  

 
     
 

   

   



  

3vol  אז 1 1 2
A K

A      

2  וכן

A K

z dxdydz z dxdydz     

  ולכן 
2

1
2

3

1
vol 2

A

c z dxdydzA
 


    

הוא  Aוהמרכז הגיאומטרי של  1
20,0, .  
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 קודות)  15(  5שאלה 
הוכיחו שלקבוצה    2 2 2 2 2 2, , 1A x y z x y y z z x     טגרלו האיפח מוכלל, דהיי יש

המוכלל של הפוקציה הקבועה   , , 1x y z  בקבוצה A  .סמתכ  (.פחסו לחשב את העצה: אל ת) 

  פתרון 

:, וכן25.ד. 2או  23.ד.2היא קבוצה סגורה לפי מסקה  Aהקבוצה  

   2 2 2 2 2 2, , 1A x y z x y y z z x      

  סמן:  3,nA A n n    

בבירור הסדרה   1n nA 


  :Aהיא סדרת קבוצות שעולה לקבוצה   
1
n

n
A A





  

  סגורה כחיתוך של קבוצות סגורות, וחסומה כי היא מוכלת בתיבה. nAהקבוצה  nלכל  

  כמוכן:         3 3 3 3, , , ,nA n n A n n n n A n n             

התיבה  3,n n  פח אפס. הקבוצה פח ולכן שפתה בעלת בעלת   3,n n A   

מוכלת בקבוצה

  

    
      
   

   

      

3 2 2 2 2 2 2

3 2 2 2 2 2

2 23 2
2 2

2 2
3

2 2

2 2
2 2 2

2 2

, , , 1

, , , 1

1, , ,

1
, , ,

1
, , , , , 1

x y z n n x y y z z x

x y z n n z x y x y

x yx y z n n z
x y

x y
x y z n n z

x y

x y
x y x y x y n n x y

x y

     

     

      
  

       
  

              

  

ולכן היא מוכלת באיחוד של הגרפים של שתי פוקציות רציפות בקבוצה סגורה, חסומה ובעלת  

  בעלת פח.  nAבעלת פח אפס ולכן  nAח אפס. אז השפה של  פ , שהוא קבוצה בעלת שטח

הפוקציה הקבועה   , , 1x y z   הטגרל  7.ח.9רציפה ואי־שלילית ולפי מסקכדי להסיק שהאי

1המוכלל  
A
  ס די להראות שסדרת הקירובמתכ

1

1
nA n





 
 
 
 
 כלומר למצוא מספר קבוע חסומה ,

C  כך שלכלnN :3  מתקייםvol 1
n

n
A

A C   

אם  , ,x y z A  אז   2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1x y z x z y z x y y z z x        
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ובאופן דומה  2 2 2 1x z y   וגם 2 2 2 1y z x .  :סמן  

  

          
          
          
          
          
          

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

, , , , 1, 1

, , , , , 1 1

, , , 1, , 1

, , , , 1 , 1

, , 1, , , 1

, , , 1 , , 1

z

z

y

y

x

x

K x y z n n n n n x y z

K x y z n n n n n x y z

K x y z n n n n n x z y

K x y z n n n n n x z y

K x y z n n n n n y z x

K x y z n n n n n y z x













       

         

       

         

       

         

  

  מהשיקולים לעיל קבל:  31,1n z z y y x xA K K K K K K              

zKהשפה של הקבוצה  
  מוכלת באיחוד של שפת התיבה     , , 1,n n n n n    פח שהיא בעלת ,

אפס, ושל הגרף של צמצום הפוקציה    2 2
1,
x y

x y


   לקבוצה     10,0 ;1 \ 0,0 ; nB B זה .

כן זאת קבוצה בעלת פח אפס. לוחסומה ובעלת שטח, ו הבקבוצה סגורגרף של פוקציה רציפה 

zKלכן 
   פח. העתקת החפיפה היא קבוצה בעלת   : , , , ,x y z x y z    מקיימת z zK K    

zKגם   27.ד.9ולכן לפי טעה 
 :פח ומתקיים 3  בעלת 3vol volz zK K   

באופן דומה עם העתקת החפיפה     : , , , ,x y z x z y   מקבלים z yK K   ו־ z yK K   

ועם העתקת החפיפה     : , , , ,x y z z y x   מקבלים z xK K   ו־ z xK K   1ומכאן 

מקבלים שכל שש הקבוצות לעיל בעלות פח וכולן בעלות אותו פח, דהייו:

  3 3 3 3 3 3vol vol vol vol vol volz z y y x xK K K K K K           

  אז:  33 3 3 3vol vol 1,1 6vol 8 6voln z zA K K       

3volלבסוף אפשר לחשב את  zK
  העבור  28.ו.9בעזרת מסק . 1,z n :מתקיים

          2 2
2

1 1, , , , 0,0 ;zx y x y z K x y x y B zz
           

   
  

  ולכן: 
2

3 2
11 1

1 1 1 1vol vol 0,0 ;
nn n

zK B dz dzz z z n                              

3  אז 3vol 8 6 vol 8 6n zA K      

1וסיימו להראות שיש ל־ 
A
  הטגרל המוכלל  7.ח. 9סדרת קירוב חסומה, ולפי מסק1האי

A
 

  מתכס.

   
 

אפשר להסתפק גם בהעתקת חפיפה אחת:   1   : , , , ,x y z y z x  :תוכלו לבדוק שהיא מקיימת .

           , , , ,z y y x x z z y y xK K K K K K K K K K                   
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 קודות)  20(  6שאלה 
תהי   2 2, 1D x y x xy y    תהי .  תה היא השפה שללולאה פשוטה סדירה שתמו

, כך שראשית הצירים היא קודה פימית השוכת לשמאל הלולאה   A קבוצה סגורה וחסומה

  . הוכיחו כי:A של  1
2 2 2 2vol xdy ydxD

x xy y




   

Aרמז: ראשית הראו שהוסחה כוה בהחה ש־  D .חה זאתה גם ללא הכו אחרי כן הראו שהיא .  

  פתרון 

Aאם יח ש־  D  לכל   8.ט.9לפי שאלה אז , Imx y   מתקיים ,x y D ה ולפי מסק

2מתקיים  25.ד.2 2 1x xy y   2  , ולכן 2
xdy ydx xdy ydx Pdx Qdy
x xy y  


   

       

עם  ,P x y y   ו־ ,Q x y x ובע שהלולאה חותמהה .  והקבוצהD   מקיימות יחד את

) ובע 19.ט.9, או ממסקה 17.ט.9החות משפט גרין, וממשפט גרין (

  21 1 2volQ P
x y

D D

Pdx Qdy D


 
          

Aולכן מתוי השאלה בתוספת ההחה   D  :ובע    1 1
2 2 2 2 2vol xdy ydxD Pdx Qdy

x xy y 


  

     

שוכת לשמאלהּ.  Dוש־ Dשתמותה היא השפה של   ראה בהמשך שיש לולאה פשטה וסדירה 

  מזה יוצא על־פי מה שראיו עד כה שמתקיים:  1
2 2 2 2vol xdy ydxD

x xy y




   

  סמן:   2 2 2 2: , ,y xF x y
x xy y x xy y

 
     

  

  מתקיים 

   

   
   

   

2 2 2

1 1 2 22 2 2 2

, 2 2 2
2 2

2 22 2 2 2

2

2x y

xy y y xF F
x xy y x xy yx y

JF
F F y x x xy
x y x xy y x xy y

  
    
                              

  

גזירה ברציפות ב־  Fולכן   2 \ 0,0R ו־ ,x yJF  מטריצה סימטרית בכל    2, \ 0,0x y R.  

 וגם מספר הליפוף של  1סביב ראשית הצירים הוא  מספר הליפוף של   10.ט.9לפי שאלה 

  מתקיים 10.ח. 8אז לפי שאלה . 1סביב ראשית הצירים הוא    , ,F d x y F d x y
 

      

  ולכן:  1 1
2 2 22 2 2 2vol xdy ydx xdy ydxD

x xy y x xy y 

 
 

       

  שוכת לשמאלהּ.  Dוש־ Dשתמותה היא השפה של   טה וסדירה וותר להוכיח שיש לולאה פש

עשה זאת בעזרת הצגת כל קודה  ,x y D :בשיעורים קוטביים     , cos , sinx y r r   
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2ראיו קודם שמתקיים  2 1x xy y   :ולכן  

 

2 2 2 2 2

2

1
2

cos cos sin sin 1

1 cos sin 1

1 1
1 cos sin 1 sin 2

r r r

r

r

   

 

  

  

 

 
 

  

  : אז   
1
2

1, cos ,sin
1 sin 2

x y  





  

גדיר מסילה   2: 0,2   R :על ידי   
1
2

1: cos ,sin
1 sin 2

t t t
t




  

זאת לולאה כי      0 2 1,0    .תהּ מוכלת ב־ו אותה כך שתמוהגדרD.  

והיא  Dאפשר לבדוק גם שעל כל קרן שקודקודהּ בראשית הצירים יש קודת שפה יחידה של  

  .Dשווה ל־  , ולכן תמות  בתמות  

(  זאת לולאה פשוטה כי על כל קרן שקודקודהּ בראשית הצירים  cos ,sin 0r r    עם

 0,2  (  יש בדיוק 0,2t  יחיד כך ש־ t .על אותה קרן  

  היא גזירה ברציפות:          
31

2 21 1 1
2 2 21 sin 2 sin ,cos 1 sin 2 cos2 cos ,sint t t t t t t t

 
      

מתקיים  tאפשר לבדוק שלכל    0t   וכן   0 2     .ולכן זאת לולאה סדירה  

  . בדקו את כל אלה. שוכת לשמאלהּ של הלולאה Dאפשר לבדוק ישירות מההגדרה ש־ 

, שתוכלו למצוא באתר  2024משת  15בממ״ן  4אפשר גם להסיק את כל אלה מפתרון שאלה 

הקורס, בעזרת הפוקציה    2 2: ,f x y x xy y  למעשה אפשר להסיק ממה שהוכח שם את .

משת  14בממ״ן  1כל מה שמבוקש בשאלה זאת. חלק ממה שדרוש כאן אפשר להסיק גם משאלה 

2025 .  

  

 


