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  14ממ"ן  מתווה לפתרון 
 1א2026  סמסטר:  3חשבון איפייטסימלי  – 20224  הקורס:

 קודות   4  משקל המטלה:  8פרק   חומר הלימוד למטלה:

 קודות)  20(  1שאלה 
תהייה   : , k    R ו־   : , k lM    R :מסילות שאורכן סופי. תהי   

   
: , l

t t t

  

 

 R



  

 (מומלץ להיעזר במגוון משפטים.) היא מסילה שאורכה סופי.  הוכיחו כי    .א

 היא מסילה סדירה? הן מסילות סדירות, האם גם  ו־ אם   .ב

מרחב המטריצות  k lM  R   מזוהה כרגיל עם המרחב האוקלידיklR ג. 1.א.1. ראו הערה  

  סעיף א  פתרון

, כדי להוכיח שאורך מסילה סופי די להראות שהיא בעלת השתות חסומה בקטע 2.ג.8לפי אבחה  

 ,   קציהראה אם כן שהפו . ות חסומההיא רציפה, ולכן היא מסילה, ושהיא בעלת השת 

בקטע  ,  .ולכן היא מסילה שאורכהּ סופי ,  

(כאשר או מזהים את  6.י.1לפי חלק ב של דוגמה  1 kM  R  עםkR קציה  1.א.1, ראו הערההפו (

 : k l
k lM  R R Rשמוגדרת על ידי כפל מטריצות   : ,v A vA   

היא פוקציה פוליומית, ולפיכך היא רציפה. האיסוף   ,    קציה רציפה בקטעהוא פו ,  

ולכן גם ההרכבה  ,      רציפה בקטע זה, כלומר .היא מסילה  

בעלת השתות חסומה אפשר להוכיח בדרך דומה לכל אחת משתי הדרכים  את העובדה ש־

 6.ג. 8, אבל אפשר גם לצל את מה שהוכח בשאלה זאת. לפי טעה 11.ג.8בפתרון חלק ב של שאלה 

1די להוכיח עבור  j l   שהרכיב  j ות חסומהקציה בעלת השתבקטע  הוא פו ,   לפי .

  הגדרת כפל מטריצות          
1

k

j i ij
i

t t t  


  

לכל   ,t   המכפלות  12.ג.8. לפי חלק ב של שאלה      i ijt t t   קציות בעלותהן פו

השתות חסומה ב־ ,  קציה  5.ג.8, ולפי חלק ג של שאלהגם הפו         
1

k

i ij
i

t t t 

  

בקטע  היא בעלת השתות חסומה היא כזאת, כלומר  , .  
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  סעיף ב  פתרון

1k  דוגמה גדית:בהכרח.  : לאהתשובה  l   וכל לזהות את ואז , 1 1M  R  1ואתR עם R ,

ויקח גם    , 1,1    וכן ,: t t    2. אז: t t   ולכן ,    2t t t     ובפרט

 0 0  ולכן ,   .ה מסילה סדירהאי  

תהי   דוגמה וספת:   \ 0k lA M  R   ויהי \ 0kvR 0כך ש־vA .  

:יקח  t tv  ו־: t tA  אז .  0t v    וכן  0t A    ולכן ו־ מסילות סדירות .

:2אבל  0t t vA   ולכן גם  0t    לכל ,t   ובודאי ,  .ה מסילה סדירהאי  
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 קודות)  20(  2שאלה 
תהי  : , k    R  מסילה פשוטה, לולאה פשוטה או מסילה מסילה שאורכה סופי, ושהיא

  .סדירה

ומסילה יחידה הראו שיש מספר חיובי    .א : 0, k   R  ששקולה ל־ :הובעלת התכו  

    0,| sL s   לכל 0,s  . 

:הוכיחו כי אם    .ב kf R R  ת המסילהרציפה בתמו :אז      
0

f x dx f s ds




   

  פתרון סעיף א 

היא מסילה בעלת התכוות המבוקשות. אז   ראשית יח ש־ : 0, k   R  ששקולה ל־  ולפי

יש  3.א.8הגדרה    : , 0,    קציה רציפה ועולה במובן הצר כך ש־שהיא פו   .  

עבור  0,s   יש ,t    עבורו s t קציההפו . ,| t  קציה רציפה ועולה במובןהיא פו

הצר שתמותהּ  0, s  ולכן         , , 0, ,| | | |t t s t           ולכן 0,| s    היא מסילה ששקולה

למסילה   ,| t ולכן           0, ,| |s tt s L L t        

  . 30.ב.8היא הפוקציה שמוגדרת בטעה  כאשר 

בעלת התכוות המבוקשות בשאלה אז היא יחידה. ראה שיש   זה מראה שאם יש מסילה 

מסילה כזאת. ברור ממה שראיו כבר שהיא בהכרח מקיימת   .  

היא מסילה פשוטה או לולאה פשוטה או מסילה סדירה ובע בפרט שהיא איה  מהתון ש־ 

פוקציה קבועה, ולכן אורכה איו אפס. סמן  L   0. אז .  

כדי לפשט קצת את הסימוים ולהימע מחלוקה למקרים שתמש בשאלה זאת בסימון 

   ,a b t a t b     גם כאשרa b  ובמקרה זה יהיה כמובן   ,a b a סכים כמוכן .

תייחס במקרה זה לפוקציה שתחומהּ  הל a ת״ שאורכהוו0 כאל ״מסילה מ .  

  מקיימת:  30.ב.8שמוגדרת בטעה  עם הסכם זה הפוקציה      ,| tt L    

לכל   ,t   .  

sאם  t     :אז                 , , , , ,| | | | |t s s t s s tt L L L L              

היא מסילה פשוטה או לולאה פשוטה אז גם   אם  ,| s t  היא מסילה פשוטה או לולאה פשוטה

היא מסילה סדירה אז גם  ואם  ,| s t :היא מסילה סדירה, ובכל מקרה    ,| 0s tL    

  לכן             , , ,| | |s s t st L L L s           
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תמותהּ היא:זאת פוקציה רציפה. לכן  30.ב. 8במובן הצר, לפי טעה  היא פוקציה עולה אז 

                , ,, , | , | 0,L L                       
  

1גם ההופכית  3.א.8גדרה הכאמור במסגרת 

  ּקציה רציפה ועולה במובן הצר, שתחומההיא פו

 0,  ּתהותמו ,  1. אז
     היא מסילה ששקולה ל־.  

לכל   0,s   קציההפו 
1

0,| s
  ּתהקציה רציפה ועולה במובן הצר שתמוהיא פו ,t  עם

 1t s
   :ומתקיים           

1 1
0, 0, , 0,| | | |s s t s          

אז המסילה  0,| s  שקולה למסילה ,| t :ולכן         0, 0,| |s tL L t s      

  פתרון סעיף ב 

לכל  32.ב.8סדירה (או אפילו אם היא רק גזירה ברציפות) אז לפי משפט  אם המסילה 

 ,t    :מתקיים        ,|
t

tt L t dt 


       

  לפי המשפט היסודי של החשבון הדיפרציאלי והאיטגרלי    t t     

  ולכן:   
     

1
1 1

1 1s
s s


  


 

  
  

  

1לפי כלל השרשרת עבור 
    :קבל

          
  

  T TT 1 1 1
1

1s s s s
s

  


  


  


    


  


 s   

לכן   1s    לכל 0,s   הקבל:  21.ה. 8ומשפט  9.ה. 8ובעזרת חלק א של  טע

             
0 0

f x dx f x dx f s s ds f s ds
 

 

         

  אם המסילה איה גזירה ברציפות צטרך להתאמץ מעט יותר.

 פוקציה גדיר  : 0,g   R על ידי:   
 0,|

:
t

g t f x dx

  

כיוון ש־  0,|     שקולה למסילה מתקיים     
 

 
0,|

f x dx f x dx g
 

    

  ומה שעליו להוכיח הוא:     
0

g f s ds


    

היא פוקציה גזירה בקטע  gלשם כך ראה ש־ 0,  ושלכל , 0,t  מתקיים      g t f t   

  (כאשר בקצות הקטע הכווה לגזרת חד־צדדית).
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מזה יבע, בעזרת הוסחה היסודית של החשבון הדיפרציאלי והאיטגרלי:

            
0 0

0f s ds g s ds g g g
 

        

עבור כל  שלהוכיח   ותר 0,t  :מתקיים  
   

 
  

0,
s t
s

g s g t
f ts t










  

0עבור  s t     מתקיים     0, 0, ,| | |t s s t    ולכן

     
 

 
 

 
 

   
 0, 0, , ,| | | |t s s t s t

g t f x dx f x dx f x dx g s f x dx
   

         

  כלומר:     
 ,| s t

g t g s f x dx


    

0עבור  באופן דומה t s     :מתקיים       
 ,| t s

g s g t f x dx


    

0אם  s t      סמן ,I s t 1ו־   0. אם t s      סמן ,I t s 1ו־  . 

    בשי המקרים:     
|I

g s g t f x dx


    

0יהי   קציההפו .f   ת המסילהרציפה בתמו ת המסילהששווה לתמו ,.  

0לכן יש    כך שלכלx   תבתמו  שמקיים x t   מתקיים:      f x f t    

אם  0,s  ו־s t     אז אםs t  :מתקיים

                      , 0, , 0, 0, 0,| | | | | |s t s s t s t ss t L L L L L t s                 

tובדומה אם  s  מתקיים      ,| t ss t L s t       :ובכל מקרה

       |Is t L s t         

לכל   x I   ישs I  עבורו x s   ומתקייםs t     ולכן x t   ובע זהומ 

    f x f t   :כלומר         f t f x f t        

  קבל: 12.ה. 8מטעה          
| | |I I I

f t dx f x dx f t dx
  

          

  מתקיים לכל קבוע   
| |

1 |
I I

Idx dx L s t
 

          

  ולכן:         
|I

f t s t f x dx f t s t


          

  אז         g s g t
f t f t

s t
   




   


  

  ולכן          g s g t
f t f ts t   


   


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  ומכאן
   

 
  

0,
s t
s

g s g t
f ts t










  

כלומר     g t f t   .והסתיימה ההוכחה  
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   ולכן 

 קודות)  20(  3שאלה 

חשבו את האיטגרל של התבית  
   

3 3

3 32 2 2 2

x ydx dy
x y x y


 

  

  שבאיור: הפשוטה   על המסילה

  ועובדות וספות שמוכחות בספר הלימוד.)  21.ו.8(מומלץ להיעזר בשאלה 

  פתרון 

איה משה את התבית, אבל  yו־ xהרעיון העיקרי כאן הוא שהחלפת תפקידים בין המשתים 

  הופכת את מגמת המסילה. מצד אחד האיטגרל לא משתה, ומצד שי סימו מתהפך.

  וכיח את הדרש. סמן: 
   

3 3

3 32 2 2 2
: , ,x yF x y

x y x y

 
 
    

  

היא מסילה פשוטה שתמותהּ הקטע בין הקודות  המסילה   1 1,0e  ו־ 2 0,1e  קודה1. הe 

  המבוקש הוא: האיטגרלהיא יעד המסילה.  2eוהקודה  היא מוצא המסילה   ,F d x y


  

. סמן 21.ו. 8שתמש בשאלה 
0 1
1 0

M
 

  
 

TM. מתקיים  M  י שאלהמתקיים: 21.ו.8. בסימו

       : , , ,x y x y M y x     

  אז          

       
 

3 3 3 3

3 3 3 32 2 2 2 2 2 2 2

, , , ,

, , ,

F x y F x y F x y F y x

y x x y F x y
y x y x y x y x

       

   
                  

    

Fכלומר  F.  

1שים לב גם ש־   .  1המסילה       תההיא מסילה פשוטה שתמו I   כאשרI 

ולכן: 2eו־ 1eהיא הקטע שקצותיו  I. לפי התון  היא תמות 

      1 2 , 0, 1 , , 0, 1I e e                     

  אז:        , , 0, 1 , , 0, 1I I                       

1ו־ המסילות    ותיהן שוות שתיהן לקטעהן מסילות פשוטות שתמו I ה13.א.8. לפי טע  

1המסילה      שקולה למסילה  או למסילה  המוצא של .  1הואe  ואילו המוצא של

1    הוא   1
1 1 2 1e e e e      1ולכן    ה שקולה ל־אי ולכן היא שקולה ל־ ,.  

15.ו. 8וטעה  21.א.8לבסוף, לפי שאלה 

           
1

, , , , ,F d x y F d x y F d x y F d x y F d x y
   

               


   
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ולכן  , 0F d x y


  .  

  דרך אחרת, חישובית יותר: 

המסילה    2: 1,1   R שמוגדרת על ידי  
1 1: ,2 2
t tt   

 
 

  

  היא מסילה אפיית שהמוצא שלהּ הוא         1
1 1 1 1

1 , 1,02 2 e
     

    
 

  

  והיעד שלהּ הוא:     2
1 1 1 11 , 0,12 2 e      
 

  

. לכן: היא שקולה למסילה  15.א. 8תמותהּ היא הקטע שאלה קצותיו, ולפי טעה 

  

        
1 1

1 1

3 3

1

3 2 22 21

1 1 1 1, , , ,2 2 2 2

1 1
2 2 1 1, ,2 21 11 1

2 22 2

1 1
2 2

t tF d x y F d x y F t t dt F dt

t t

dt
t tt t

t

 

 
 



              
   

 
     

                                                    

 



   





3 3

1

32 21

1 1
2 2

1 1
2 2

t

dt
t t

   
  

              


  

קיבלו איטגרל של פוקציה אי־זוגית על הקטע הסימטרי  1,1 0 ולכן ערכו הוא.  
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   קודות)  20(  4שאלה 

  תוה הפוקציה  
3 2 2

4 6 4 6
2 3: , ,xy x yF x y
x y x y

 
 

  
   

שמוגדרת במישור המוקב   2 \ 0,0U  R. 

aושלכל   Uגזירה ברציפות ב־  Fהראו ש־ U  מטריצת היעקוביאןaJF  .סימטרית  

  ? מקו!Uהיא שדה משמר ב־ Fהאם 

  פתרון 

ראשית אפשר לחשב את מטריצת היעקוביאן על ידי חישוב הגזרות החלקיות של  רכיבי 

הפוקציה ולקבל:

   

       
 

       
 

       
 

       
 

 

4 6 3 3 3 4 6 2 3 5

2 24 6 4 6

, 4 6 2 2 2 3 4 6 2 2 2 5

2 24 6 4 6

4 3 9 8 5 2

2 8 5 2 6 2 74 6

2 2 4 6 2 6

6 3 4 6 3 6

6 2 6 61
6 6 6 12

x y

x y y xy x x y xy xy y

x y x y
JF

x y xy x y x x y x y x y y

x y x y

x y y xy x y
xy x y x y x yx y

            
 
     

        
 
   

  
     

  

לכל     , 0,0x y  ליות שמוגדרות ולכן זקציות רציואת מטריצה סימטרית, וכל רכיביהָ הם פו

  .Uגזירה ברציפות ב־  F, ולכן Uרציפות ב־ 

ה  ל. למשל: המסיUהיא שדה משמר ב־  Fש־ תרבות להראויש דרכים   2: 0,2   R  

שמוגדרת על־ידי  cos ,sint t t כמוכן: .1 היא לולאה סדירה ומספר הליפוף שלה הוא

  

          

 

2 2

0 0

2 3 2 2

4 6 4 6
0

2 4 3 2 4 3 2

4 6 4 6
0

, cos ,sin sin ,cos

2cos sin 3cos sin, sin ,cos
cos sin cos sin

2cos sin 3cos sin 2cos sin 3cos sin
cos sin cos sin

F d x y F t t dt F t t t t dt

t t t t t t dt
t t t t

t t t t t t t tdt
t t t t

 







      

 
   

  

  
   

  

  







 
 

 
 

2

4 6
0

4 2 22 24 2 2

4 6 22 60 0

2 22 4

22 60 0

cos sin

2sin 3 1 sin sin2sin 3cos sin cos cos
cos sin 1 sin sin

3sin sin cos sin cos
1 sin sin

dt
t t

t t tt t t t dt t dt
t t t t

t t t dt g t t dt
t t



 

 



 
   

  


   

 



 

 

  

  עם:
 

2 4

22 6

3:
1

x xg x
x x



 
  
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זאת פוקציה רציולית ולכן היא רציפה בתחום הגדרתה. המכה איו אפס כי הוא סכום של שי  

ומכאן שיש להּ   Rביטויים אי־שליליים שאים מתאפסים יחד. לכן זאת פוקציה רציפה ב־

G:כלומר יש  Rפוקציה קדומה ב־ R R כך ש־   G x g x   לכלxR.  

מכלל השרשרת      sin sin cos sin cosG G g      :לכן .

             
2

0

, sin cos sin 2 sin 0 0 0 0F d x y g t t dt G G G G




          

  .Uהוא שדה משמר ב־ Fובע ש־  10.י.8) של שאלה iiמחלק ב(

  :Uהיא שדה משמר ב־ Fדרך אחרת להראות ש־ 

f:. זאת צריכה להיות פוקציה  Uב־ Fמצא פוטציאל ל־  U  R   שמקיימתf F ודהיי , 

 1
f
x F
  ו־ 2

f
y F
   בפרט לכל . ,x y U צריך להתקיים   

2 2

4 6
3,f

y
x yx y
x y


 


  

הגזרת של הפוקציה   aאז לכל קבוע  : ,g y f a y  קציהצריכה להיות הפו  
2 2

4 6
3a yy
a y

  

היא פוקציה קדומה של  g לכן
2 2

4 6
3a yy
a y

 :טגרל בלתי־מסוייםקבל אותה בחישוב של איו

  
 

 
2 3

2 2

2 2 2 2
2 3

4 6 2 22 3
3

3 3 arctan arctan
11 z a y

dz a y dy

a y a y dzdy dy z a y
a y za y 






 


   
 

    

0aלכל    קציותהפו : ,g y f a y ו־ 2 3arctany a y  קציות קדומות שלשתיהן פו

הפוקציה  
2 2

4 6
3a yy
a y

  בדלות בקבוע, כלומר לכל 0ולכן הןa   יש קבוע h a כך שמתקיים

     2 3arctang y a y h a   לכלy :ממשי ולכן         2 3, arctanf a y g y a y h a    

אז לכל  ,x y 0כך ש־x   :מתקיים       2 3, arctanf x y x y h x   

0xאז לכל    וכלy  :מתקיים גם

           
 

 
3 3 3 3

2 3 3 3
4 6 2 4 61 2 3

2 2 2, , arctan 2
1

f
x

xy x y xyF x y x y x y x y h x h x
x y x yx y


  
 

  
             

  

להיות פוקציה שקבועה בקבוצה  hבחר את  0,  וגם קבועה בקבוצה ,0   ואז  0h x  

0xלכל    קציהוהפו ,     2 3, arctanx y x y h y    קציה גזירה ברציפות בקבוצההיא פו

  , 0W x y x   קודה ט שלה בכלשהגרדיא ,x y W  הוא ,F x y  ציאלאז היא פוט .

היא שדה  F. זה לא מראה עדיין ש־Wהיא שדה משמר ב־ Fולכן  Wבקבוצה הפתוחה   Fשל 

, כי הפוטציאל שמצאו איו מוגדר בקודות  Uמשמר ב־ 0, y U.  קצייתכדי להגדיר פו
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0bגם שם שים לב שאם  לפוטציא  אז       
2 3

2, 0,
0

arctan lim arctanx y b t
x

x y t 
 


   

0bואם   אז       
2 3

2, 0,
0

arctan lim arctanx y b t
x

x y t 
 


    

  גדיר אפוא   
2

2 3

2

0, 0

: , arctan 0

0, 0

x y

f x y x y x

x y





 

  
 

  

  

  .WF|הוא  W, וכן הגרדיאט שלהּ ב־ Wוגזירה ב־ Uלפי השיקולים לעיל זאת פוקציה רציפה ב־

U\צריך להראות שהיא גזירה גם בקודות של  W   ט שלה שווהקודות אלה ערך הגרדיאושגם ב

. אפשר לעשות זאת בחישוב ישיר של הגזרות החלקיות (אחרי שיודעים שהן שוות F   לערך של

גזירה חלקית ברציפות ולכן היא גזירה). אפשר לעשות זאת גם בדרך  f,יודעים גם ש־ Fלרכיבי 

2  ידועה זהות: .אחרת

2

01arctan arctan
0








 

   
 

  

0yלכן עבור    0ו־x  מתקיים     2 3
2, arctanf x y x y    

0yועבור    0ו־x  :מתקיים     2 3
2, arctanf x y x y     

0xבהצבה של     ים גם אםכו ות האלה0מקבלים שהשוויx .  

0yאז עבור   :מתקיים     2 3
2, arctanf x y x y     

מזה אפשר לקבל שבקבוצה    , 0V x y y  מתקיים

   
 

 
3 3

2 3 3
2 4 6 12 3

2 2arctan 2 ,
1

f
x

xy xyx y xy F x y
x yx y


  
 

 
        

  

  וגם:   
 

 
2 4 2 2

2 3 2 4
2 4 6 22 3

3 3arctan 3 ,
1

f
y

x y x yx y x y F x y
x yx y


  
 

         
  

אז לכל  ,x y V  מתקיים   , ,f x y F x y   כון גם לכל זה . ,x y W  אבל .V W U  

ולכן לכל   ,x y U  מתקיים   , ,f x y F x y  10.ז.8. לפי משפט f  ציאלקציית פוטהיא פו

  .Uב־ היא שדה משמר F 7.ז.8טעה ולפי  U בקבוצה  F עבור

למשל אפשר למצוא לולאה שעל תמותה הביטוי   יש דרכים וספות להתמודד עם השאלה.

4 6x y  ת לולאה כזאתקבוע. על תמוF  ומים, וקל יותרקציה שרכיביה פולימתלכדת עם פו

של התבית  להאיטגרלחשב את  ,F d x y  על מסילה כזאת (ואפשר להיעזר במשפט גרין

לחישוב האיטגרל הזה). עדיין יהיה צורך להראות שלולאה כזאת היא בעלת מספר ליפוף  9 מפרק

  . 22.ט.9, ולשם כך אפשר למשל להיעזר בהומוטופיה של לולאות, או לחילופין בשאלה 0שאיו 

   



 

 12  14ממ"ן  \   2026 \  20224

 קודות)  20(  5שאלה 
תהי  : 0,1 k  R תהּ היא הקבוצהמסילה שתמו A תהי .  : \ 0 kk kF R R  קציה גזירהפו

ברציפות כך שלכל    \ 0 kkxR  המטריצהxJF .היא מטריצה סימטרית   

  על־ידי:  kRל־ kRמ־ Gגדיר פוקציה חלקית      : 0 1G x F x F x     

k\היא שדה משמר בקבוצה  Gהוכיחו ש־  AR.  

  פתרון 

\ הקבוצה 11.א. 2לפי אבחה ו  10.ח.2סגורה לפי טעה  Aהקבוצה   AR  .פתוחה  

לכל   0,1  קציההפו : x x    ית (הזזה) ובפרקציה אפיט היא רציפה. היא פו  

kx\ם א AR   אז x    ולכן     \ 0kx x    R  ולכןF  רציפה ב־ x ומכאן ,

Fש־  רציפה ב־x  קציהאז הפו .  :F x F x     רציפה ב־\ AR.  

אז הפוקציה       0 1 : 0 1G F F x F x F x           רציפה ב־\ AR.  

אם  : , \k A    R ראה: לולאה שאורכה סופי מתקייםש    0G x dx


   

k\היא שדה משמר בקבוצה   Gש־מיידית ומכך יבע  AR )3.ז. 8שאלה  לפי .(  

x\לכל   AR   מתקיים       0 1G x F x F x     ולכן

         0 1G x dx F x dx F x dx
  

           

  ח כי:עליו להוכילכן ו     0 1F x dx F x dx
 

        

  : טופיה של לולאותוהומ גדיר   
     

: , 0,1

,

kH

t t

 

   

 



R



  

לכל   .פוקציות רציפות רציפה כהפרש בין זאת בבירור פוקציה  0,1 קציההפו 

 : ,H t H t  היא לולאה כי:             H H                

לכל       , , 0,1t       מתקיים  \kt A R ו־  A   ולכן:       , 0H t t       

ם  ע( 13.ח. 8טעה לפי  \ 0kU  R (תקיים:מ     
0 1H H

F x dx F x dx     

ראה שלכל   0,1 מתקיים      
H

F x dx F x dx
 

       

  ומזה יבע המבוקש:     0 1F x dx F x dx
 

        

חלוקה לכל   0
r

i iT t


  של הקטע ,    ולכל דגימה  1
r

i iX x


 קטעי החלוקהמ  T  סכום רימן

אלית של התבית הדיפרצי  F x dx     על המסילה הוא:
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               , 1
1

;
r

T X i i i
i

S F x dx F x t t        


       

אלית  סכום רימן של התבית הדיפרצי F x dx   על המסילהH הוא :

            

               

         

, 1
1

1

1

;
r

T X i i i
i
r

i i i
i
r

i i i
i

S F x dx H F H x H t H t

F x t t

F x t t

   

        

    








   

     

   







  

של הקטע  Tחלוקה לכל אז  ,   ולכל דגימהX קטעי החלוקהמ T תקייםמ

        , ,; ;T X T XS F x dx H S F x dx        

של הקטע  Tחלוקה לכל  ולכן ,  :        ; ;T TR F x dx H R F x dx        

  9.ו.8אז בהכרח לפי הגדרה     
H

F x dx F x dx
 

       

  והסתיימה ההוכחה. 


