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  13ממ"ן  מתווה לפתרון 
 1א2026  סמסטר:  3חשבון איפייטסימלי  – 20224  הקורס:

 קודות   4  משקל המטלה:  7פרק   חומר הלימוד למטלה:

 קודות)  25(  1שאלה 
:תהי  R R קציה זוגית וגזירה ברציפות בסביבה שליח גם ש־0  פו . 0 2  .  

הוכיחו שהמשוואה  x y x y     מגדירה באופן סתום  בסביבת 1,1  אתy    קציהכפו

  .fשסמה ב־ ,xגזירה של 

חשבו את  1f   והוכיחו שיש סביבהV  כך שלכל   1שלx V  מתקיים  f f x x.  

תזכורת: פוקציה זוגית דהייו     t t     לכלt.  

  פתרון 

  https://www.desmos.com/calculator/ispnzc97ag  הדגמה גרפית של תוי השאלה יש כאן:

2:Fגדיר פוקציה  R R :על־ידי     : ,F x y x y x y     

המשוואה התוה בשאלה שקולה למשוואה  , 0F x y .  

  מתקיים     1,1 1 1 1 1 0 2 0F          

משוואה  ולכן המשוואה התוה שקולה ל   , 1,1F x y F.  

יש סביבה  ,   שבה  0של  אריתקציה הליגזירה ברציפות. הפו ,x y x y   רציפה

ולכן יש סביבה של   1,1 שהיא מעבירה לסביבה  ,  ל־ . ,x y בסביבה זאת מתקיים

     
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  8.ב.7גזירה חלקית ברציפות ולכן גם גזירה ברציפות בסביבה זאת. אז לפי מסקה  Fובפרט 

1r(מקרה פרטי של משפט ההגדרה הסתומה עם   l  המשוואה (   , 1,1F x y F   מגדירה

באופן סתום בסביבת   1,1  אתy   קציה שלכפוx וביתר פירוט: יש סביבות פתוחות ,U ו־W 

f:ופוקציה   1של  U W כך שמתקיים          , , 1,1G f x y U W F x y F     

  כלומר      ,G f x y U W x y x y       

  זאת:הבסביבה  x גזירה ולכל fשבה  1ויש סביבה פתוחה של      
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  U .1בסביבה זאת ולהיח שסביבה זאת היא   Uבלי הגבלת הכלליות וכל להחליף את 

 
שמוכלת בהּ איה משה אף אחת ממסקות משפט ההגדרה  aבסביבה פתוחה של   Uשימו לב שהחלפת הסביבה   1

  הסתומה. 
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בפרט    1,1 G f  כלומר 1 1f  :ומתקיים     
 
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     

    
  

היא פוקציה זוגית, דהייו   תון ש־    t t     לכלtR תות י האגפיםגזירת ש .

   t t      לכלt  בסביבה שבה  גזירה, ובפרט   0 0     ולכן 0 0 .  

  אז:    
 
0 1 11 110 1

f
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
  

    
 

  

  פוקציה זוגית מתקיים: מאחר ש־       , ,F y x y x y x x y x y F x y           

. מתקיים 1היא גם רציפה ב־  1גזירה ב־ f. מאחר ש־1 היא סביבה של Uהקבוצה   1 1f   ולכן

כך ש־ 1 של  V יש סביבה f V U  על ידי החלפת .V  בסביבהU W V    יח בליוכל גם לה

Vהגבלת הכלליות ש־ U W .  

xאם  V   אז בפרטx U ו־    ,x f x G f :ולכן      , 1,1F x f x F  

  אז גם:        , , 1,1F f x x F x f x F   

xאבל מכך ש V ובע גם שx W ו־ f x U  ולכן  ,f x x U W .  

  אז           , , , 1,1f x x x y U W F x y F G f      

  ולכן:  f f x x 
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 קודות)  25(  2שאלה 
f:2. תהי 3Rקבוצה פתוחה ב־  Uתהי  U  R קציה שגזירה ברציפות בקבוצהפו U .  

aתון שיש  U   כך שדרגת המטריצהaJf  הוכיחו ש־ 2היא .f  .קציה חד־חד־ערכיתה פואי  

  פתרון 

יש מגוון דרכים להוכיח את המבוקש, וחלקן אין משתמשות בכל תוי השאלה. כמובן ככל 

שמסתמכים על פחות החות צריך להתאמץ יותר. אפשר למשל להחליש את התאי לגזירות 

  בלבד ולהוכיח את הדרש בעזרת משפט ההגדרה הסתומה. aברציפות בקודה 

  ראה כאן הוכחה בעזרת האפיוים של יריעה חלקה. 

Uיש סביבה פתוחה  טעת עזר: U  שלa  כל שלכלx U  דרגת המטריצהxJF  2היא.  

  איה חד־חד־ערכית.  Fוכיח את טעת העזר בהמשך, וקודם כל סיים את ההוכחת ש־

3k(עם  11.ג.7לפי האיפיון בחלק ב של משפט   1ו־d  הקבוצה (      S x U f x f a    

כך   aשל  Vיש סביבה פתוחה  11.ג.7לפי האפיון בחלק ג של משפט היא יריעה חלקה חד־ממדית.

Sש־ V  יש קבוצה פתוחה   5.ג.7היא טלאי חלק חד־ממדי. לכן לפי הגדרה  ב־R  ויש

h:הומאומורפיזם  S V   .שתמש בהן ות שלאשהוא בעל עוד כמה תכו  

Sהקבוצה   V  ה ריקה כיאיa S V    ולכן גם קבוצה פתוחה לא ריקה ב־ .R  היא

1איסופית כי היא מכילה קטע פתוח, ובפרט יש בה שתי קודות שוות:   2,   1ו־ 2 .  

היא חד־חד־ערכית ולכן  hהפוקציה     1 2h h  אבל .   1 2,h h S    ולכן

         1 2f h f a f h    

ומאחר שכאמור    1 2h h  זה מראה ש־f  .ה חד־חד־ערכיתאי  

וריאציה על הוכחה זאת: הקבוצה  aT S  הארי חד־ממדי לפי טעאבל 2.ד.7היא תת־מרחב לי .

חד־חד־ערכית אז   fאם  S a   ולכן המסילה : 1,1 S     היחידה היא המסילה הקבועה

שמוגדרת על־ידי  t a   לכל 1,1t  1.ד.7, ולפי הגדרה        0 0aT S  ו תת־וזה אי ,

  מרחב ליארי חד־ממדי.

2היא מטריצה  aJf  הוכחת טעת העזר: 3  יש מטריצה  2שדרגתה .B כך ש־aJf B  היא מטריצה

2 2  הפיכה, כלומר det 0aJf B .2 תון ש־ f גזירה ברציפות ב־a  וקציה  דהייהפוxx Jf  

ולכן גם ( aרציפה ב־  det xx Jf B  רציפה ב־a  אז יש סביבה פתוחה .U U  שלa   שלכלx  

בהּ מתקיים  det 0xJf B   ולכןxJf B   2היא מטריצה 2  ש־ מכאןהפיכה, וxJf  היא מטריצה

3 2 2 שדרגתה.    

 
mמטריצה   Aכזאת? תהי   Bומדוע יש   2 n   עםm n ּשדרגתה  m  אריתקציה ליהיא מייצגת פו .: n mT R R 

  m  גת המטריצה היאטדרטיים). העובדה שדרס(ביחד לבסיסים מתאימים של התחום והטווח, למשל הבסיסים ה 
dimImTפירושה ש־  m   1כלומר היא על. יש, , n

mv v R כך ש־  m
i iT v e R   1עבור, ,i m  קציהיש פו .

:ליארית   m nS R R  כך ש־ i iS e v   1עבור, ,i m   אז .  i iT S e e   1עבור, ,i m    ולכןTS   היא

ABאז  Sהמטריצה המייצגת את   Bפוקציית הזהות, ואם   I .וספות רבות להוכיח זאת יש דרכים . 



 

 4  13ממ"ן  \   2026 \  20224

 קודות)  25(  3שאלה 
יהי  R תהי ו  : \ 0 kkf R R ית־חיובית ממעלהקציה גזירה ברציפות והומוגפו  .  

הגרף  7.ג.7לפי דוגמה  G f  קודה שמשותפת לכל מישורי־ הוא משטח־על חלק. הראו שאם יש

העל המשיקים למשטח־על  G f   אזf  1קבועה או .  

  פתרון 

1־יח שהמסקה איה כוה, כלומר יח ש    וש־f   חה זאתראה שהקציה קבועה, וה פואי

  מובילה לסתירה. 

לכל  10.ד.7לפי דוגמה   \ 0 kkbR על משיק שהוא:־יש מישור

          , kx y y f b f b x b     R R  

אם לכל אלה יש קודה משותפת  ,a c  אז לכל  \ 0 kkbR  מתקיים

       
     
           1

c f b f b a b

c f b b f b a f b

c f b f b a f b f b a f b 

   

    

       

  

כאשר במעבר לשורה האחרוה היה שימוש בזהות אוילר    x f x f x   11.ב.3(ראו דוגמה .(  

0aאם     אז   1c f b   עבור כל  \ 0 kkbR  וזה אפשרי רק אם ,f  1קבועה או  .  

0a לפי החת השלילה אין זה כך ולכן .   ציבb ta   0עםt  :קבלכלשהו ו

  

     
           

       

    

1 1

1 1

1

1

1 1

1 1

1

c f ta a f ta

c f ta t ta f ta f ta t f ta

c t f ta t t f a

c t t f a



 



  

   

 

 

 



   

      

     

  

  

בקטע  tשל   אגף ימין בזהות האחרוה הוא פוקציה קבועהאז  0,.  

אם הפוקציה   11t t t     קבועה ב־ 0, גזרתהּ היא .גזרתהּ אפס אז

         1 2 21 1 1 1t t t t t                

0אפס רק אם  זהותית והיא    1או 1חת השלילה . מה . 

0ש־ אפוא קיבלו   או  0f a .  

0אם     מתקבל c f a לכל   ולכן  \ 0 kkbR  מתקיים         f a f b f b a b     

אז   fהיא קודה קריטית של  bאם   0f b    ולכן   f b f a אם .  1 0 ;1kkb S   היא

ב־ fקודת המקסימום של   1 0 ;1kkS  י משפט ויירשטראס, אז לכל פשקיימת ל
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  \ 0 kkxR   מתקיים     1
xf x f x f b   קודת מקסימום של ולכן היאf  בקבוצה

הפתוחה    \ 0 kkR קודה קריטית, ולכן קודת מקסימום מקומי, בפרט היא ולכן היא ,

   f b f a אז . f a הוא הערך המרבי של f באותו אופן מתקבל שהוא גם הערך המזערי .

  בסתירה להחת השלילה.  קבועה fולכן   fשל 

ם א  0f a    0אז גםc    קבל שלכלו  \ 0 kkbR :מתקיים       0 1 f b a f b     

1חיובית ממעלה ־הומוגיות fעכשיו רצה להשתמש בכך שהגזרות החלקיות של     זה כך כי .

0tלכל    לכל ,kuR  ולכל  \ 0 kkbR  :מתקיים

           

         

0 0

1 1
0 0

lim lim

lim lim

u h h

uh h

f tb hu f tb f tb thu f tb
f tb h th

t f b hu t f b f b hu f b
t t f bth h

 
 

 

 

 

   
  

   
   

  

0tאז גם לכל    ולכל  \ 0 kkbR  :מתקיים     1f tb t f b    

ציב בזהות       0 1 f b a f b    :       
     
     

1

0 1

0 1

0 1

f tb a f tb

t f b a t f b

t f b a f b

 









   

    

   

  

0tשוויון זה כון עבור כל    ולכן בהכרח     0 1 f b   

1לפי החת השלילה     ולכן  0f b   לכל  \ 0 kkbR כלומר ,f  קבועה, אבל זאת

  סתירה להחת השלילה. 

1בכל המקרים קיבלו סתירה, ולכן החת השלילה איה כוה, כלומר בהכרח    אוf  .קבועה  
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 קודות)  25(  4שאלה 
  מספר ממשי ותהי: יהי     3, , 0,A x y z x y z       

הוכיחו כי לפוקציה   : , , 2f x y z xy yz xz xyz   יש ערך מזערי ב־A   4.5אם ורק אם  .  

  .) Aב־ f(עצה: כדאי לחשוב גם על ערכי  

  פתרון 

0אם     אז הקבוצהA  ריקה (כי סכום של שלושה מספרים חיוביים הוא מספר חיובי) ולכן אם

0  אין ל־f ימום ב־קודת מיA  כלומר אין ערך מזערי של ,f ב־A  יח מעתה כי .0 .  

  היא פוקציה פוליומית ולכן רציפה וגם גזירה ברציפות בכל המרחב.  fהפוקציה  

aו־ Aערך מזערי ב־ fאם יש ל־  A  ימום שלקודת מי היאf ב־A אז ,a  ימוםקודת מי היא

תחת האילוץ   fמקומי של    עם : , ,x y z x y z   ה   11.ה.7. לפי משפטאו טע)

), דהייו לפי שיטת ״כופלי לגרז״, הוקטורים 19.ה. 7 a  ו־ f a  .אריתתלויים לי  

לכל קודה   , ,x y z  :מתקיים     
   

, , 1,1,1

, , 2 , 2 , 2

x y z

f x y z y z yz x z xz x y xy

 

       

  

אם  , ,a x y z י הוקטורים האלה תלוייםארית אז שו וקטור האפס, ליומאחר שהראשון אי ,

ממשי כך שמתקיים , כלומר יש בסקלר פולה שלוהוא כ השי

       2 , 2 , 2 1,1,1 , ,y z yz x z xz x y xy             

2  ולכן: 2 2y z yz x z xz x y xy         

2  העברת אגפים בשוויון השמאלי מהשיים ותת 2 0y x yz xz     

  וכיוס איברים ותן:  2 1 0x y z    

2הימי מקבלים   ןובאפן דומה מהשוויו 2 0z y xz xy    :ולכן    2 1 0y z x    

xדהייו  ץבוסף מתקיים האילו y z   .  

0xאם  y    2אז מהאילוץx z    2כלומרz x הצבה של זה ב־ .  2 1 0y z x   

  ותת:   
  

2 2 1 0

3 2 1 0

x x x

x x





   

  

 

3xאפשרות אחת היא     3ואז גםy   3וגם 32z       :כלומר     3 3 3, , , ,x y z     

1האפשרות השיה היא  
2x   1ואז גם

2y    1גם
22 1z       :כלומר

     1 1
2 2, , , , 1x y z    

1רק אם   Aהאפשרות השיה היא קודה ב־  .  

0xאם  y    2אז 1 0z    1כלומר
2z  הצבה של זה ב־  2 1 0y z x   תות

    1
2 2 1 0y x    
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1אז   
2x   1או

2y  וכיוון ש־x y z    מקבלים שהאפשרויות הן     1 1
2 2, , , 1,x y z    

  או:   1 1
2 2, , 1, ,x y z    

  אז בהכרח  Aב־ fהיא קודת מיימום של   aלסיכום: אם  3 3 3, ,a     

1או אם   אפשרי גם ש־a :היא אחת מבין       1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 21, , , , 1, , , , 1      

  בדוק גם שמתקיים:         2 3 2 21 1
3 3 3 3 3 27 54, , 3 2 9 2 4.5f                  

1וכן (כאשר  :(       
     

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 4 2 4

1, , , 1, , , 1

2 1 2 1 1

f f f  

  

    

            

  

שים לב שלכל  20,t   מתקיים , , 2t t t A   :ולכן     , , 2f a f t t t   

פוליומית ןלכן רציפה בכל קודה במרחב, ולכן: fהפוקציה  

     0
, , 2 0,0, 0 0 0 0 2 0 0 0

t
f t t t f    

              

לכן בהכרח    0f a   אז לא יתכן .  1
4f a   ובהכרח 3 3 3, ,a    .  

  לבסוף:     21
3 3 3 540 , , 4.5f a f          

4.5 ולכן  .  

4.5ותר להוכיח את הכיוון ההפוך: אם    אז יש ל־f ערך מזערי ב־A.  

  תבון בקבוצה לשם כך     3, , 0,K x y z x y z        

  . Aשהיא קבוצה סגורה שמכיל את  

זאת גם קבוצה חסומה כי אם  , ,x y z K מתקיים אז  x x y z     

yובדומה גם    וגםz  :כלומר   30,K   

  .Kב־ aקודת מיימום  fלפי משפט ויירשטראס יש ל־

aאם  A  אז לכלu A    מתקיים גםu K  ולכן   f a f u   ולכןa  ימום שלקודת מיf 

a\. אחרת Aערך מזערי ב־ f. לכן במקרה זה יש ל־ Aב־ K A.  

אם  , , \x y z K A   0אזx   0אוy   0אוz .  

0zאם למשל   :אז   , , 0 0 2 0 0f x y z xy y x xy xy           

0yואופן דומה אם     אז , 0f x y xz   0ואםx   אז , , 0f x y z yz .  

אז   0f a .   חהי מהה4.5מצד ש  :ובע     21
3 3 3 54, , 4.5 0f         

  לכן:   3 3 30 , , 0f a f       

אז    3 3 3, ,f f a      הוא הערך המזערי שלf  ב־K ומאחר ש־ 3 3 3, , A     זה גם הערך

  . גם במקרה זה Aערך מזערי ב־ f, ובפרט יש ל־ Aב־ fהמזערי של  

4.5אם בשי המקרים הראיו ש  אז יש ל־f ערך מזערי ב־Aי. , והסתיימה הוכחת הכיוון הש  


