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  12ממ"ן  מתווה לפתרון 
 1א2026  סמסטר:  3חשבון איפייטסימלי  – 20224  הקורס:

 קודות   2  משקל המטלה:  6–3 יםפרק  חומר הלימוד למטלה:

 קודות)  20(  1שאלה 

f:2תהי  R R :המוגדרת על ידי   
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  גזירה ובאילו קודות היא איה גזירה (והוכיחו!) fמִצאו באילו קודות 

  פתרון 

הפתוחה  לקבוצהfהצמצום של    \ 0 R R  קציה היסודיתהוא הפו   
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הגזרות החלקיות הן פוקציות יסודיות בקבוצה הפתוחה   \ 0 R R  23.ה. 2ולכן (לפי משפט (

) ולפי משפט  1.ד.3גזירה חלקית ברציפות בכל קודה בקבוצה זאת (הגדרה  fהן רציפות בה, ולכן 

  היא גזירה בכל קודה בקבוצה זאת. 2.ד.3

בכל קודה  fותר לבדוק את גזירות   0,b  עםbR.  

0bאם    גזרת החלקיתראה שלא קיימת ה 0,f
x b
 ה גזירה  6.ג.3, ולכן לפי משפטהיא אי

הגזרת החלקית הזאת היא הגזרת הכיווית  1.ג.3בקודות אלה. ובכן לפי הגדרה  
1

0,e f b 

היא הגזרת   1.ב.3שלפי הגדרה       0, , 1,0| 0bf 
, שהיא הגזרת של הפרוסה

            0, , 1,0| : 0, 1,0 ,bf t f b t f t b   

0tבקודה   :גזרת הזאת קיימת אזיח בשלילה שה אם .

                2
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  הגבול הזה איו קיים, וקיבלו סתירה.  1כמו שלמדו בקורס חשבון איפייטסימלי 
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  כדי לראות שאכן הגבול הזה איו קיים, אפשר למשל להשתמש בסדרה
2
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  היא סדרה שאיה מתכסת, ולכן הגבול דלעיל איו קיים.  

בקודה  fותר לבדוק את גזירות   0,0 עשה ישירות בעזרת הגדרה 2.א.3, וזאת .  

0xשים לב שעבור    מתקיים
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0xועבור    0(ו־y  (מתקיים  
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אבל    , 0,0 0x yy   הובע  4.ו.2ולפי מסק מכלל הכריך

  
       

     , 0,0
, 0,0 0,0 ,

0
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  
  

גזירה ב־ f  2.א.3ולכן לפי הגדרה  0,0  וכן   0,0 0,0f .  

  לסיכום :

f  קודה גזירה בכל ,x y  0שבה  אוx y   קודות בהןה גזירה ב0. היא איx  0ו־y  .  

בקודה  fהערה: בהוכחת הגזירות של  0,0  יחוש״ ש־ו ב״השתמש   0,0 0,0f  יחושה .

  :6.ג.3הזה מתקבל בקלות ממשפט 

ש־מכך  ,0 0f x   לכלx ובע ש־ 0,0 0f
x

   ומכך ש־ 0, 0f y   לכלy ובע ש־ 0,0 0f

y

  

  גזירה אז בהכרח: fולכן אם         0,0 0,0 , 0,0 0,0f f
x yf  
     
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 קודות)  20(  2שאלה 
:תהי  kf R R  ית־חיובית ממעלהקציה שהיא הומוגב־  1פו \ 0kR .  

גזירה ב־ fהוכיחו ש־  0 k  אם ורק אםf  .אריתקציה ליהיא פו  

  פתרון 

היא גזירה בכל קודה ובפרט ב־ 12.א.3פוקציה ליארית אז לפי טעה fאם  0 k.  

היא פוקציה שגזירה ב־ fש־  יח אפוא 0 k  ית־חיובית ממעלהב־  1ושהיא הומוג \ 0kR  וכיחו

  שהיא פוקציה ליארית. 

רציפה ב־ f  10.א.3לפי מסקה  0 k.  1אז (למשל עםu e( :מתקיים     0
0

t
f tu f

  

f  ית חיובית ממעלהב־ 1הומוג \ 0kR   ולכן לכל \ 0kuR 0t   :מתקיים     f tu tf u  

  מתקיים גםאז      0
0 0

t
f tu tf u f u

     

  ומיחידות הגבול מתקיים: 0 0f   

  מתקיים: kuRלכל   9.ב.3לפי משפט    0 0u f f u     

יהי  \ 0kuR . 1.ב.3לפי הגדרה :              
0, 0 0

0
0 | 0 | limd

u u tdt t

f tu f
f f t f tu

t 

     

0tראיו שלכל     מתקיים   f tu tf u  וכן 0 0f :לכן

         
0 0

0
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t t
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t  


     

0uלכן לכל     מתקיים     0 0uf u f f u   : וסף גםב .     0 0 0 0f f    

מתקיים  kxRלכל  אז   0f x f x  לכן וf .אריתקציה ליהיא פו  
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 קודות)  20(  3שאלה 
תהי   : \ 0 kkf R R  קציה גזירה פעמיים ברציפותית־חיובית ממעלהופוהוכיחו:0 הומוג .  

לכל    א.  \ 0 kkaR  מטריצת ההֶסיאןaHf  .ה שלילית לחלוטיןה חיובית לחלוטין ואיאי 

מקסימום ומיימום ב־  fיש ל־   ב.  \ 0 kkR.  

  פתרון סעיף א 

פירושה שלכל    0העובדה שהפוקציה הומוגית־חיובית ממעלה  \ 0kuR  0ולכלt   מתקיים

   0f tu t f u  כלומר   f tu f u  אז הצמצום של .f  לכל קרן שקודקודהּ בראשית הוא

ובע שלכל קודה   13.ב.5ומטעה יא גזירה פעמיים המהעובדה ש פוקציה קבועה. \ 0kaR 

,ולכל זוג וקטורים  ku vR :מתקיים    T
v u af a uHf v    

בפרט לכל  \ 0kaR :מתקיים    T
a a af a aHf a    

חשב את  a a f a   1.ב.3ו־  1.א.5ישירות בעזרת הגדרות .  

  מתקיים:      ,| 0a a a a af a f      

a|,הפוקציה   a af  :היא     ,|a a a at f t f a at     

  קבל:  1.ב.3שוב מהגדרה      ,| 0a a ta af a at f 
    

1tלכל       1מתקיים 0t    ולכן   1 \ 0ka ta t a   R.  

a|,הפוקציה   ta af   :היא     ,|a ta as f s f a ta sa     

1tעבור    1ו־s t    1מתקיים 0t s   :ולכן     1 \ 0ka ta sa t s a     R  

ובע 0הומוגית־חיובית ממעלה  fמהתון ש־ 

            01 1f a ta sa f t s a t s f a f a          

a|,ולכן הפוקציה  ta af   קבועה בקטע 1 ,t    1כי   0שמכיל אתt   :ולכן

       ,| 0 0a a ta af a at f 
     

a|,אז הפוקציה   a af  קבועה בקטע 1,  ולכן ,       ,| 0 0a a a a af a f       

אבל ראיו קודם ש־  T
a a af a aHf a   :ולכן  T 0aaHf a   

Tכי לא מתקיים  ןאיה חיובית לחלוטי aH, המטריצה 11.ד.6לפי הגדרה  0aaHf a   הוהיא אי

Tשלילית לחלוטין כי לא מתקיים  0aaHf a .  
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) מקבלים 11.ב.3מזהות אוילר (ראו דוגמה  דרך וספת בקצרה:  0x f x   לכל \ 0kxR .

  15.ז. 3אגף שמאל בעזרת הוסחה מסעיף ג של שאלה ת התון על גזירות פעמיים מאפשר לגזור א

  ולקבל:          0 xx xx x f x x J f f x J x x xHf f x           

אז לכל  \ 0kaR  מתקיים aaHf f a  :ולכן     T T 0aaHf a f a a a f a       

  ומסיימים כמו בשתי השורות האחרוות של ההוכחה הראשוה. 

  פתרון סעיף ב 

הקבוצה     1 0;1 1k kS x x   R  קציההיא קבוצה סגורה וחסומה. הפוf   גזירה פעמיים

בכל קודה ב־  \ 0kR   הה  4.ב.5ולכן לפי אבחקודות האלה, ולפי מסק10.א.3היא גזירה בכל ה  

היא רציפה בהן, ובפרט היא רציפה בקבוצה הסגורה וחסומה  1 0;1kS  4.א.6, ולפי משפט  

,ערך מזערי וערך מרבי בקבוצה זאת. פירוש הדבר: יש  f) יש ל־ ויירשטראס(משפט  ku vR   כך

1uש־ v  ואם ,kwR  1ו־w    אז     f u f w f v .  

כעת לכל   \ 0kxR  0מתקייםx  וכיוון ש־f  ית חיובית ממעלהמתקיים:  0הומוג

         
0

1 1
x xf x f x f x   

1כמוכן  1 1x xx x  ולכן:       1
xf u f x f v   

לכל  אז \ 0kxR :מתקיים       f u f x f v   

ערך מזערי וערך מרבי ב־ fלכן יש ל־  \ 0kR ובפרט ,u   ימום שלקודת מי היאf ב־ \ 0kR 

ב־ fהיא קודת מקסימום של  vו־ \ 0kR.  
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 קודות)  20(  4שאלה 
פוקציה שרציפה ב־ fתהי   0 ;1kkB וגזירה ב־  0 ;1kkB  וכן  1f x   לכל  0 ;1kkx B .

הוכיחו שיש קודה   0 ;1kka B כך ש־  4f a .  

רמז: תוכלו להיעזר בפוקציה      22g x f x x ,  

  פתרון 

  הפוקציה   2: 2g x f x x  

רציפה ב־   0 ;1kkB .קציות רציפותיש לה  4.א.6לכן לפי משפט וויירשטראס ( כסכום של פו (

בקבוצה הסגורה וחסומה  uקודת מיימום   0 ;1kkB.  

2xהפוקציה  5.א.3לפי דוגמה  x גזירה ב־kR  קודהט שלהּ בוהגרדיאx 2 הואx.  

גזירה ב־ gקבל ש־ 16.א.3ו־ 15.א. 3משאלות   0 ;1kkB   ולכל  0 ;1kkx B :מתקיים

      4g x f x x     

קודת מיימום מקומי  gאם יש ל־   0 ;1kka B  קודה   10.ב.6אז לפי משפטהa  קודה היא

, דהייו  gקריטית של   0g a   אז .  4 0f a a   :ולכן    4 4 4 1 4f a a a        

יח בשלילה שהטעה בשאלה איה כוה וראה שזה מוביל לסתירה. החת השלילה היא שאין 

קודה   0 ;1kka B כך ש־  4f a ו זה מחייב שאין ל־ , ולפי מה שראיg  ימוםקודת מי

מקומי ב־  0 ;1kkB ימוםקודת מי יש לה .u ב־  0 ;1kkB אם .  0 ;1kku B  קודה אז היא

פימית של    0 ;1kkB  הימום מקומי של  3.ב. 6ולפי אבחקודת מי היאg אבל אין ל־ .g   קודת

מיימום מקומי ב־  0 ;1kkB ולכן בהכרח          10 ;1 \ 0 ;1 0 ;1k k kk k ku B B S    

1uכלומר   :אז .       22 2g u f u u f u     

לכל   0,1t   1מתקייםtu t u t    ולכן  0 ;1kktu B  ולכן  1f tu  מהרציפות של .f 

ב־  0 ;1kkB  ובע ש־   1t
f tu f u

  ולכן:    1f u   

  אז:      2 2 2 1 1g u f u f u        

  כמוכן:             0 0 2 0 0 0 1k k k k kg f f f      

לכל    0 ;1kkx B :מתקיים        1 0 kg x g u g    
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לכן  0 k  ימום שלקודת מי היאg ב־  0 ;1kkB ימית שלקודה פ ומאחר שהיא ,  0 ;1kkB 

היא קודת מיימום מקומי, בסתירה למה שכבר ראיו. קיבלו סתירה ולכן החת השלילה איה  

  כוה, כלומר הטעה בשאלה כוה. 
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 קודות)  20(  5שאלה 

1יהיו      :טגרל המוכללחשבו את ערכו של האי .  
1

0
ln

x x dxx

 
  

  הצדיקו את כל שלבי החישוב.

  פתרון 

ראשית שים לב שהאיטגרד איו מוגדר בקצות הקטע  0,1  הכי המכln x  בקצה אחד  0הוא

ואיו מוגדר בקצה השי. לכן מדובר באיטגרל מוכלל בקטע  0,1.  

lnאז רצה קודם לקבל את 

s

r

x x dxx

 
  0עם 1r s    0ואז להשאיףr  1ו־s .  

lntשים לב ש־  td
dt x x x  0לכלx  :אז .  ln lnt tx x x x dt x x dt

 
 

 

     

lnהפוקציה  
x xx x

    קציה יסודית שמוגדרת בקטעהיא פו 0,1  .ולכן רציפה בו  

0לכן אם  1r s     היא רציפה בקטע ,r s טגרבילית בו.ולכן אי  

ln  : אז קיים האיטגרל

s s
t

r r

x x dx x dt dxx

 



 
   

 
    

הפוקציה   , tx t x  קציה יסודית שמוגדרת ולכן רציפה במלבןהיא פו   , ,r s    ולכן לפי ,

  מתקיים: 10.ב.4מסקה 
s s

t t

r r

x dt dx x dx dt
 

 

   
        

     

1tכעת עבור     1מתקיים 0t   ו־ 1 1t td
dx x t x   :ולכן  

1 1 1

1 1

ss t t t
t

r x r

x s rx dx t t

  



  
    

  

  עד כה קיבלו:
1 1

ln 1

s t t

r

x x s rdx dtx t

 



  


   

עכשיו קיבלו איטגרל שאין לו מושׂג קלוש איך לחשב אותו, ומה שאחו צריכים לזכור זה שלא 

0rביקשו מאיתו לחשב אותו. מה שאחו רוצים לזה להשאיף   1ו־s   כדי לקבל את

האיטגרל המבוקש 
1

0
ln

x x dxx

 
.  

  תבון בפוקציה: 
1

, 1
txx t t




  

זאת פוקציה יסודית שמוגדרת בקבוצה    0, 1,    .ולכן רציפה בה  

בפרט היא רציפה במלבן     0,1 ,  י זקוק לרציפות ב־אבל א .   0,1 ,   צל אתכדי ל

  . מה לעשות? 4.א.4מסקה 
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ובכן: אם       , 0,1 ,x t    1  אז 1 1tx x x      

0cלכל     מתקיים  
0

0 0c c
x

x 
   

לכן לכל   ,    מתקיים     
     

1
, 0,
, 0,1 .

0x t
x t

x 
 



 

  

  וגם   
     

1
, 0,
, 0,1 .

0x t
x t

x 
 



 

  

  ומכלל הכריך:    
     

1
, 0,
, 0,1 .

0t
x t
x t

x 
 



 

  

  לכן גם:   
     

1

, 0,
, 0,1 .

0 01 1
t

x t
x t

x
t 

 





 

 
 

  

  לכן הפוקציה  
1

0, 1: , 1
0 0

tx x tf x t t
x


  


 

  

רציפה במלבן הסגור    0,1 , .  

  ) הפוקציהtלבין  x(בהחלפת תפקידים בין   4.א.4ממסקה  ,x f x t dt



  

רציפה בקטע   0,1.  

  בפרט   

     

1 1

1
1, 1,1 1

1 1ln 1 ln 1 ln 1 ln1 1

t t

s
s dt f s t dt f t dt dtt t

dt tt

   

   







  



 


  

 


           

   



  

  וכן:   
1

0
, 0, 0 01

t

r
r dt f r t dt f t dt dtt

   

   





   

     

  לבסוף
1 1

0
1

1 1ln 0 lnln 1 1 1 1

s t t

r
r s

x x s rdx dt dtx t t

  

 

 
 



 




  
    

       

ולכן האיטגרל המוכלל  
1

0
ln

x x dxx

 
  :ס וערכו הואמתכ  

1

0

1lnln 1
x x dxx

  


 


  

   



 

 10  12ממ"ן  \   2026 \  20224

  דרך וספת: 

0מראים שאם   8.ד.4בדוגמה      אז :  
0

ln ln
x xe e dxx

 
 

  
   

lnפירוש הדבר שזה איטגרל מוכלל שמתכס, וערכו  ln .  

xzבאיטגרל זה בצע החלפת משתים  e  ציב ודהיי ,lnx z  צטרך גם להחליף אז .

1dx dzz    טגרציה לפיוגבולות האיx   ו־ 0שהם   טגרציה לפייתחלפו בגבולות איz   1שהם  

, בהתאמה (גבולות האיטגרציה בסדר הפוך כי ההצבה היא של פוקציה יורדת). קבל:0ו־

  
0 0 11 1 1 1

0 1 1 0

1.ln ln ln
x xe e z z z z z zdx dz dz dzx z z z z

                            

  אז: 
1 1 1

0

ln lnln
z z dzz

 
 

 
   

0בהחלפת סימוי הפרמטרים קבל שאם  a b  :אז  
1 1 1

0

ln lnln
b ax x dx b ax

 
   

1עכשיו עבור        סמן1a   1ו־b    :ואז

  
1 1 1 1

0 0

1ln ln ln lnln ln 1
b ax x x x bdx dx b ax x a

  


   
    

   

  בעקרון יש גם להצדיק את החלפת המשתה באיטגרל המוכלל. 

  כתוב מחדש את ההוכחה בלי לחפף:

zxהחלפת המשתים  e   קציה רציפה בקטע סגורטגרלים אמיתי של פובאי ,c d   שמוכל

בקטע  0,1 :תותהיא כשרה למהדרין ו

  

 
       ln ln ln1 1 1 1

ln ln ln
ln

d d d cz a z a z zz az
z

c c c d

x x e e e e e edx e dz dz dzx z z z

             


  

   
   

     

1מההחה         0מקבלים 1 1      מתקיים 8.ד.4ולפי דוגמה

  
   

   
1 1

0

1ln 1 ln 1 ln 1

a z ze e dzz

  


     
    

  

  ן.יכלומר האיטגרל באגף שמאל מתכס וערכו הוא המספר באגף ימ

מתכס פירושה שהאיטגרלים  הזה, העובדה שהאיטגרל 2לפי ההגדרות באיפי 

   1 1 1

0

a z ze e dzz

   
 ו־

   1 1

1

a z ze e dzz

    
  ,סים1  הוא: סכום ערכיהםומתכln 1





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העובדה ששי אלה מתכסים פירושה שמתקיים .

  
       1 11 1 1 1

0
0

a z z a z z

s
s

e e e edz dzz z

 



       



 
   

  וכן:
       1 1 1 1

1 1

s a z z a z z

s
e e e edz dzz z

        


 

   

  אז
       1 ln 1 1 1 1

0
1 1

ln

e s a z z a z z

s
s

x x e e e edx dz dzx z z

  



        



  
     

(כי 
0

ln
s

s 
 כלומר מתקיים (  

   1 1 1

0 1
ln

e a z zx x e edx dzx z

       
   

  במובן שאגף שמאל הוא איטגרל מוכלל שמתכס וערכו המספר שבאגף ימין.

  כמוכן
       

1

1 11 1 1 1

1
ln 0

ln

s a z z a z z

s
se

x x e e e edx dz dzx z z

  




       




  
     

(כי 
1

0 ln 0
s

s 
  כלומר מתקיים (  

   

1

1 1 1 1

0
ln

a z z

e

x x e edx dzx z

 



    
   

באותו מובן. לכן האיטגרל המוכלל  
1

0
ln

x x dxx

 
 :ס וערכו הואמתכ

  

       

   

1

1

1 1

0 0

11 1 1 1

1 0
1 1 1

0

ln ln ln

1ln 1

e

e

a z z a z z

a z z

x x x x x xdx dx dxx x x

e e e edz dzz z

e e dzz

     

 

 






        

   

  
 

 
 

 
 



  

 


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0שים לב שמקרה פרטי של וסחת האיטגרל המבוקש עם   :הוא  
1

0

1
ln
x dxx

 
  

1tלכל      :סמן   
1

0

1
ln
txF t dxx


   

די לחשב את ערכו של   F t  :כי     
1 1 1

0 0 0

1 1
ln ln ln
x x x xF F dx dx dxx x x

   
    

       

1tעבור    קבוע מתקיים  
1

101 1 1
0

1lim lim limln

t t
t

x x x

x tx tx tx x  



  


    

עבור      , 0,1 1,x t      :גדיר   
1 1, ln

1

tx xf x t x
t x

 
 

 

  

1tלכל      קציההפו ,x f x t  רציפה בקטע 0,1  

  היא t הגזרת החלקית שלהּ לפי  1
,

1 1

t
f
t

x x
x t

x



  


  

כלומר לכל       , 0,1 1.x t      מתקיים ,f t
t x t x
  קציה רציפה ב־וזאת פו   0,1 1.   .  

אז לכל  0,1r   ולכל   , 1,c d      קציההפוf   מוגדרת במלבן   ,1 ,r c d  גזרתהוf
t


  

  רציפה במלבן זה. 

לכל   ,t c d  קציההפו ,x f x t  טגרבילית בקטערציפה ולכן אי ,1r ולכן בקטע , ,c d 

  מוגדרת הפוקציה: 
1

: ,r
r

F t f x t dx  

גזירה בקטע  rF 4.ב.4לפי משפט  ,c d :ומתקיים     
1

,f
r t

r

F t x t dx
    

1tמאחר שלכל     ישc ו ־d 1ממשיים כך ש־ c t d    >ו שלכל ׁ◌או שלכל 1-קיבלקיבל

1t    קציההפוrF גזירה ב־t :ומתקיים     
1 1

,f t
r t

r r

F t x t dx x dx
     

1tידוע שעבור  2מאיפי     טגרלהאי
1

0

tx dx :ס, כלומרמתכ   
1 1

0
0

t t
r r

r

F t x dx x dx
     

  

  

  

זאת פוקציה רציפה בקבוצה הפתוחה    0,1 1,A     וגם בקבוצה ,   1 1,B     .  

  .A  היא רציפה בכל קודה בקבוצה  6.ד.2לפי חלק ב של אבחה 
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אם  1,b B :ראה שמתקיים       
 

 , 1,
,

, 1,x t b
x t A

f x t f b


  

  מתקיים גם Bרציפה ב־  fמאחר ש־     
 

 , 1,
,

, 1,x t b
x t B

f x t f b


  

  ולכן      
 

 , 1,
,

, 1,x t b
x t A B

f x t f b
 

  

רציפה ב־ fוסיק ש־   0,1 1,A B     .  

ובכן: יהי  1,b B.  

  עליו להוכיח שמתקיים עליו להוכיח שמתקיים:     
 

 , 1,
,

, 1,x t b
x t A

f x t f b


  

1tידוע לו שלכל    :קבוע מתקיים     1
1, 1,ln

t

x
xf x t t f tx 


    

0יהי   .  1מתקייםb    ולכן ישa 1ממשי כך ש־ a b  :סמן .   1
2min ,b a     

מתקיים   1b b b a a        :ולכן     1
, 1,

x
f x b f b b  

        

1bכמובן גם       :ולכן     1
, 1,

x
f x b f b b  

        

bמתקיים  b    1יש  ולכן 0    11כך שאם 1x   אז :   ,f x b b     

bמתקיים  b   2יש לכן ו 0   21כך שאם 1x    אז :   , 2f x b b b         

סמן  1 2min 1, , ,     אם .    , 1, ;x t A B b    אז 0,1x   וגםb t b      

bולכן  t bx x x     ומכאן  
1 1 1

ln ln ln
b t bx x x
x x x

     
   

  כלומר:     , , ,f x b f x t f x b       

וכן כמ 1 ,1ix    1,2עבורi .:ולכן   ,b f x t b      

קיבלו שאם     , 1, ;x t A B b    אז ,f x t b   :ולכן       
 

 , 1,
,

, 1,x t b
x t A

f x t b f b


   

היא פוקציה רציפה בקבוצה   fעכשיו ידוע לו ש־   0,1 1,A B    .  

  

 


