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  11  ממ"ןמתווה לפתרון 
 1א2026  סמסטר:  3חשבון איפייטסימלי  – 20224  הקורס:

 קודות   2  משקל המטלה:  2–1 יםפרק  חומר הלימוד למטלה:

 קודות)  25(  1שאלה 
 :דהייו Aאיחוד כל הקטעים הסגורים ששי קצותיהם ב־  B. תהי kRקבוצה ב־ Aתהי 

    1 , , 0 1B ta t b a b A t      
  הוכיחו או הפריכו:

 היא קבוצה קמורה. Bהקבוצה    .א

  . היא קבוצה פתוחה Bה פתוחה אז קבוצהיא  Aאם   .ב

 היא קבוצה סגורה. Bה סגורה אז בוצהיא ק Aאם   .ג

  פתרון סעיף א 

היא קבוצה בת שלוש קודות במישור שאין על ישר אחד, אז   Aלדוגמה אם   .איה כוההטעה 

B קודות שעל צלעות המשולש שקודקודיו הם איבריהיא קבוצת כל ה A הוזאת בבירור אי ,

קבוצה קמורה. דוגמה גדית מפורשת: תהי       0,0 , 1,0 , 0,1A  :אז .

    
           

     
        

1 , , 0 1

1,0 1 0,0 0 1 0,1 1 0,0 0 1

1,0 1 0,1 0 1

,0 0 1 0, 0 1 ,1 0 1

B ta t b a b A t

t t t t t t

t t t

t t t t t t t

     

         

    

         

  

אז  0,0 B   וגם 1 1
2 2, B הולוּ היית B :קבוצה קמורה היה בהכרח     1 1 1 1

2 2 2 20,0 , B   

  אבל:     1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 4 40,0 , , B    

  פתרון סעיף ב 

cהטעה כוה. יהי  B וכיח שיש סביבה של .c שמוכלת בקבוצה  B.  

a,יש  b A ו־ 0,1t כך ש־ 1c ta t b  .  

1, ולכן יש  Aומוכל ב־ aיש כדור שמרכזו ב־ 0  כך ש־ 1;B a A  .  

2, ולכן יש  Aומוכל ב־ bיש כדור שמרכזו ב־ 0  כך ש־ 2;B b A  .  

סמן  1 2min ,    0. אז   ומתקיים ;B a A   וכן ;B b A .  

וכח ש־  ;B c B  ולכן יש סביבה כדורית של ,c שמוכלת ב־B.  

יהי  ;x B c  סמן ווחיותל .u x c   אז .x c u   וכןu x c   .  

aסמן גם   a u   ו־b b u   .  

aאז  a u      ולכן ;a B a   ולכן גםa A.  
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bגם  b u      ולכן ;b B b   ולכן גםb A.  

לכן  1ta t b B    .  

  לבסוף:           1 1 1 1ta t b t a u t b u ta t b tu t u c u x                  

xולכן  B ובכך הוכח ש־ , ;B c B והסתיימה ההוכחה ש־ ,B  .היא קבוצה פתוחה  

  פתרון סעיף ג 

  למשל:היא ודוגמה גדית  .הטעה איה כוה  2, 1A x y x y   

  היא קבוצה סגורה. A 23.ד.2לפי חלק ג של מסקה 

אם  ,x y A   2אז 0y x   ולכן   , 0,x y   R:לכן .   0,A  R  

cאם  B   אז יש,a b A ו־ 0,1t כך ש־ 1c ta t b   :אז .   , 0,a b  R  

הקבוצה   0, R  ולכן:16.ג.1ושאלה  15.ג.1היא קבוצה קמורה לפי הערה ,   0,c  R  

  :בפרט 0,0 B  

0rלכל      מתקיים ,r r A  וגם ,r r A  :ולכן       1 1
2 20, , ,r r r r r B     

היא סביבה של   Uאם  0,0  אז יש כדור סגור שמרכזו 0,0 מוכל בהּ:ש    0,0 ;B r U  

קודה  Uופרט יש ב־ 0,r קבוצה המB  וגם 0,0 ה ב־שאיB:לכן .   0,0 B  

  איה קבוצה סגורה.   B, ולכן Bשאיה איבר של  Bאז יש קודת שפה של  
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 קודות)  25(  2שאלה 
kAתהי  R  .סופית חסומהקבוצה אי  

2kהוכיחו כי אם    .א    אזA  .סופיתהיא קבוצה אי 

1kעבור   .ב  הראו, על־ידי דוגמאות מתאימות, שיתכן ש־A היא קבוצה סופית ויתכן גם ש־A 
  היא קבוצה איסופית. 

  פתרון סעיף א 

  ה וכל להסיק את הדרש במגוון דרכים.בעזרתראשית וכיח טעת עזר, ו

Lקבוצה לא חסומה וקשורה־מסילתית. אם  Lתהי  טעת עזר: A    אזL A .  

  הוכחת טעת העזר: 

L־יח בשלילה ש A   ראה ש־וL A .  ת   4.ד.2לפי שאלהקציה המצייהפוA  

  . Lהיא רציפה ב־  6ד . 2, ולפי חלק א של אבחה L  רציפה בכל קודה של

הקבוצה  2.ט.2לכן לפי טעה   A L  ההיא קמורה. 10.ט. 2קשורה מסילתית, ולפי טע  

אבל    0,1A L  ולכן ,   0A L   או   1A L   15.ג.1(ראו הערה .(  

x\איה חסומה, ולכן יש   Lחסומה והקבוצה   Aהקבוצה   L A  אז .   0 A Ax L  .  

לכן    0A L  כלומר ,L A  .  

  בזאת הוכחה טעת העזר. עכשיו עזר בה כדי להוכיח את הדרש.

2kמאחר ש־  יש ב־kR  חתכים י ישרים1שL 2ו־L קודת החיתוך שלהם ב־יש כאלה ש .A.  

:A ) שיש בהם קודות מהקבוצהiL(כולל   iL את קבוצת הישרים המקבילים לישר iFסמן ב־

     ,i i iF L L L A L L       

iLלפי טעת העזר אם  קשורה־מסילתית.ו ישר הוא קבוצה לא חסומה  F  אזL A .  

  היא קבוצה סופית.  Aכעת יח בשלילה ש־ 

הם ישרים מקבילים ולכן אין להם קודות משותפות. בכל אחד מהם יש   iFאיברים שוים של 

  היא קבוצה סופית.  iF, ובפרט Aאיו עולה על מספר איברי   iF. לכן מספר איברי Aקודות מ־

(מתוך   iלכל   1,2איחוד הישרים ב־ (iF  מכיל אתA קודה של כי דרך כל ,A  ה ב־שאיiL  יש

  . בסימים:iF, שהוא איבר של iLישר מקביל ל־ 
iL F

A L


   

  : אז
 1 2 1 2,L F L F L L F F

A L L L L
      

   
         
   
   
    

Lמצא באחת הקבוצות  Aאז כל איבר של  L    1שהיא חיתוך של ישר מהקבוצהF  וישר

L) ולכן בחיתוך 2Lאיו מקביל ל־  1L. אלה ישרים שאים מקבילים (כי 2Fמהקבוצה   L   יש

מוכלת בקבוצה שמספר איבריהּ איו עולה על מספר איברי  Aקודה אחת. אז לכל היותר 

1הקבוצה הסופית  2F Fתון ש־וזה עומד בסתירה ל ,A   חתיגוד להסופית. לכן בקבוצה אי

  היא קבוצה איסופית.  Aהשלילה  
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ציג הוכחה וספת עבור מי שלא מרוצה מההוכחה לעיל, שמכילה טיעוים כמה טיעוים 

  הוכחה וספת:גיאומטריים. 

A  אםראשית:  A  תון ש־מה ,A  ובע ש־ סופיתאיA .סופיתאי  

aתהי אחרת  A  קודה  וקודת שפה, דהיי השאיa A .  

0Rחסומה ובע שיש  Aמהתון ש־   כך ש־ ;A B a R.  

יהי   1 0 ;1kku S    1(למשלu e .(  0לכלr   סמן ולכל 1 ;k
rL S a ru r .  

מתקיים  a a ru ru r u r      ולכןra L.  :אז     1 A A ra L    

מתקיים גם     2a ru a ru ru r u r       2ולכן ra ru L  .  

rכמוכן אם  R  אז 2 2 2 2a ru a ru r u r R      ולכן 2 ;a ru B a R   ולכן גם

2a ru A .  לכן אםr R  :אז     0 2A A ra ru L     

rלכן אם  R   אז   0,1 A rL ימצד ש .   0,1A rL  :ולכן     0,1A rL   

,הפוקציה   :c r x c rx   ית ולכן רציפה ומתקייםקציה אפי1היא פוx    אם ורק אם

 ,c r x c r   ולכן ,    1 1
, 0;1 ;k k
c r S S c r   הסְפֵירָה  14.ט.2. לפי שאלה 1 0;1kS  

כל ספירה   2.ט. 2קשורה־מסילתית, ולכן לפי טעה  1 ;kS c r  .קשורה־מסילתית  

rבפרט לכל  R  הקבוצהrL אבל הקבוצה  קשורה־מסילתית ,   0,1A rL    ה קשורהאי

  .rL  איה רציפה בקבוצה Aהפוקציה המציית  2.ט.2מסילתית, ולכן לפי טעה  

rיש קודה  6.ד.2אז על־פי אבחה  ra L  שבהA  ה רציפה, ולפי שאלה4.ד. 2אי ra A.  

aכמוכן  A  ולכןra a.  

rראה שאם  s קודה אזלמעט ה a  קודות משותפות ל־ איןrL  ול־sL ולכן ההתאמה ,rr a  

היא פוקציה חד־חד־ערכית מ־ ,R  ל־Aומכאן ש־ ,A  .סופיתאי  

ובכן יח   , 0,r s  ו־r s ראה ש־ו r sL L a  .וזה יסיים את ההוכחה ,  

r יהי sb L L .  אז b a ru r   ו־ b a su s  :סמן .    1v b a rur    

1vאז    :ומתקיים         s b a su b a ru r s u rv r s u            

:12.ד.1עלה בריבוע ועזר באבחה  

         
    

2 2 222 2 2 2 2

2

2 2 2

0 2 2 2 2 1

s rv r s u r v r r s v u r s v r r r s v u r rs s

r rs r r s v u r r s v u

               

        

מאחר ש־ 2 0r r s   1מתקייםv u   ה12.ד.1. ושוב בעזרת אבח

  2 2 22 1 2 1 0v u v v u u          

vומכאן ש־ u   ולכן b a ru rv ru     ולכן   b a ru ru a     

  והסתיימה ההוכחה. 
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  פתרון סעיף ב 

למשל   0,1A  סופיתוחסומה ב־ היא קבוצה איR   ושפתה 0,1A  ראו  היא קבוצה סופית)

  ). 6.א. 2שאלה 

  למשל 0,1A  Q סופית וחסומה ב־היא קבוצה איR קודת שפה כל אחד מאיבריה הוא גם .

שלה כי כל קטע פתוח מכיל מספרים רציוליים ואי־רציוליים, ומכאן שכל סביבה שלהּ מכילה 

  איסופית. A(השלימו את פרטי ההוכחה). לכן  Aומחוץ ל־  Aאיברים מתוך 
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 קודות)  25(  3שאלה 
:תהי  kf R R  השהגרף בעלת התכו G f 1הוא קבוצה סגורה ב־kR. 

  .kR  הביאו דוגמה של פוקציה בעלת תכוה זאת שאיה רציפה בקבוצה  א.

  .kRהיא פוקציה רציפה ב־  fהיא פוקציה חסומה אז  fהוכיחו שאם    ב.

  לקבוצה קומפקטית.  fהמלצה: חִשבו על הצמצום של    

  פתרון סעיף א 

f:תהי למשל הפוקציה   R R   1המוגדרת על ידי: tf t  0לכלt   וכן 0 0f .  

  זאת איה פוקציה רציפה שכן:  0
1

t
f t t 

   

תהיה    ,x y G f 0. אםx   אז 0 0y f   ולכן   , 0,0x y אחרת .    1y f x x   

1xyולכן   כון גם ההיפך: אם .1xy   0אזx  ו־ 1y x f x   ולכן   ,x y G f.  

  לכן:       0,0 , 1G f x y xy    

הקבוצה    0,0 .קודה אחת היא סגורה בתור קבוצה בת  

הקבוצה    , 1x y xy   ה23.ד.2היא קבוצה סגורה לפי חלק ג של מסק .  

, כלומר 24.א. 2איחודן הוא קבוצה סגורה לפי חלק ד של טעה  G f  .היא קבוצה סגורה  

  פתרון סעיף ב 

ם להוכיח שהפוקציה  רעיון ההוכחה הוא שבמקו x f x וכיח ש ,־ רציפה  ,x x f x  היא

  , הוא פוקציה רציפה. f  אחרון שלה, שהואפוקציה רציפה, ומכאן שהרכיב ה

הפוקציה    ,x x f x  ּתהקציה חד־חד־ערכית שתמוהיא פו G f קציה ההפוכהלהּ , והפו

  הפוקציה הליארית היא ,x y x .ה רצה להשתמש בגרףה, אלא ש29.ד. 2חלק ב של טע 

 G f  וו קבוצה חסומה, ולכן איהקבוצה קומפקטיתאיצטרך עבודת הכ לכן . .  

  . kRרציפה בכל קודה ב־ f־ די להוכיח ש  6.ד.2לפי חלק א של אבחה 

 .  סמן:a רציפה בקודה  fכלשהי. די להוכיח ש־  kaRתהי  ;1C B a  

) ולפי חלק ב של 14.א.2(ראו הגדרה  Cהיא קודה פימית של  a, דהייו aהיא סביבה של   Cאז 

רציפה  fלכן די להוכיח ש־  .a רציפה בקודה fאז  C רציפה בקבוצה fאם  6.ד. 2אבחה 

  .Cהיא פוקציה רציפה בקבוצה   Cf|, כלומר די להוכיח שהצמצום C בקבוצה

  בורל היא קומפקטית.– היא קבוצה סגורה וחסומה, ולפי משפט הייה Cהקבוצה  

0mיש   8.ו.2חסומה, ולפי אבחה  fהפוקציה    לכל  כך שkxR:מתקיים     ,f x m m   

לכן    ,kG f m m  R :ובע ומכאן       | ,CG f G f C m m     
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הקבוצה   17.ב.2לפי שאלה  ,C m m    קומפקטית ובפרט היא קבוצה חסומה שמכילה את הגרף

 |CG f  ולכן |CG f  היא קבוצה חסומה. היא גם קבוצה סגורה בתור חיתוך של הקבוצות

הסגורות  G f ו־ ,C m m  לכן הגרף . |CG f .הוא קבוצה קומפקטית  

  סמן:  |CK G f  

:1 תהי k kp  R R :המוגדרת על ידי     1 1 1: , , , , ,k k kp x x x x x    

  היא פוקציה חד־חד־ערכית: Kp|זאת פוקציה ליארית ולכן היא רציפה. הפוקציה  

אם  |i Cz K G f    אז ישix C ו־yR כך ש־  ,i i iz x f x ומתקיים , i ix p z.  

לכן אם    1 2p z p z   1אז 2x x :ולכן       1 1 1 2 2 2, ,z x f x x f x z    

xלכל   C   מתקיים  ,p x f x x ו־    , |Cx f x G f K   ולכן C p K .  

|1הפוקציה ההופכית   29.ד.2לפי חלק ב של טעה  :Kp C K   רציפה בקבוצהC .  

Kp|1כל רכיבי   18.ה. 2טעה לפי 
  קציות רציפות ב־הם פוC  1ובפרט

1
|K k
p 


    רציפה ב־C.  

xאבל לכל   C  מתקיים  ,p x f x x  ולכן    1| ,Kp x x f x  ובפרט:

          1 1
11 1

| | ,K K kk k
p x p x x f x f x 

 
             

1אז 
1

| |C K k
f p 


     קציההיאוהסתיימה ההוכחה. ,ציפהר פו    

אפיון רציפות  בעזרת למשל . בדרכים אחרות גם בבסעיף מה שטען להוכיח את אפשר  הערה: 

  9.ז.2), וחלק ג של שאלה 4.ז.2(טעה  וויירשטראס–משפט בולצאו), 11.ז.2בעזרת סדרות (מסקה 

  (אפיון קבוצה קומפקטית בעזרת גבולות חלקיים של סדרות).

גם אם מחליפים את דרישת החסימות בדרישה  fיתן להוכיח את הרציפות של   עוד הערה:

חסומה בהּ. זאת כי השימוש היחיד בחסימות  fיש סביבה ש־  kRהיותר חלשה, שלכל קודה ב־

חסומה, ולכן גם הגרף  fשבה  Cהפוקציה היה כדי להראות שיש סביבה קומפקטית   |CG f 

  קבוצה חסומה. 
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 קודות)  25(  4שאלה 
1zהוכיחו שהמשוואה   .א zxe ye z    מגדירה באופן סתום בקבוצה 0,A  את z  

  כפוקציה של ,x y :כאשר ,        , 0, 0, 1A x y x y       

תהי   .ב : 0,f A    קציה שלפי סעיף א מוגדרת באופן סתום בקבוצההפו 0,A .  

  הוכיחו כי:    20
1

x
x A

f x



 

A\הראו שהגרף של   .ג Af   .(ובפרט, הוא משטח) הוא טלאי דו־ממדי  

  פתרון סעיף א 

  סמן  , , z zF x y z xe ye z    

שלכל  הראותל  עליו, 22.י.1רה דלפי הג ,x y A  יש 0,z   עבורויחיד:   , , 1F x y z   

עבור  ,x y A  :קציהגדיר את הפו  :
z z

g

z xe ye z



 

R R



  

   כפוקציה יסודית.  Rרציפה ב־    זאת פוקציה

  מתקיים  0 00 0 1g xe ye x y       

  וגם  1 11 1 0 0 1 1g xe ye        

ולפי משפט ערך הבייים יש   0,1c כך ש־  1g c  בפרט . 0,c  :ומתקיים   , , 1F x y c   

ראה שיש רק  0,c  :ה זאתאחד בעל תכו  

ש־  בשלילה  יח , 0,a b   ו־a b   וכן מתקיים , , 1F x y a   וגם , , 1F x y b .  

  אז:     1g a g b   

zR :  ולכל   Rגזירה ב־ gהפוקציה    1z zg z xe ye     

לפי משפט רול יש  ,c a b כך ש־  0g c אז .   0 1c cg c xe ye     

  ולכן:
 

 
,

0 1 1 1 1 0c c
x y A

xe ye y x x


            

0xלכן בהכרח    1ו־y   ולכן 0 1cg c e     1כלומרce   0ולכןc  .  

0aאז  c בסתירה לכך ש־ 0,a .  

קיבלו אפוא שלכל   ,x y A  יש 0,c    יחיד כך שמתקיים , , 1F x y c  ולכן המשוואה ,

 , , 1F x y z  ה בשאלה, מגדירה באופן סתום בקבוצהתושהיא המשוואה ה , 0,A  את z  

  כפוקציה של ,x y  22.י.1או הגדרה (ר( .  
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  פתרון סעיף ב 

לכל   ,x y A   מתקיים  , , , 1F x y f x y  :ודהיי       , , , 1f x y f x yxe ye f x y    

  בפרט:       , ,, , 1f x y f x yf x y xe ye f x y     

  :כמוכן     , , 0 1 1, 1 1 1f x y f x yf x y xe ye xe ye x e y            

הפוקציה    1, 1x y x e y  :ית ולכן רציפה, ולכןהיא אפי

     
 

1 1
, 0,0
,

1 1 0 0 1x y
x y A

x e y e 



        

לכל   ,x y A  מתקיים   11 , 1x e y f x y     

  ולכן לפי כלל הכריך:   
 

1
, 0,0
,

1 1x y
x y A

x e y



    

  פתרון סעיף ג 

  סמן:  
 
 

1

2

3

: ,

: ,

: , 1

f x y x

f x y y

f x y x y





 







  

סמן עבור  1,2,3i:      , , 0i iB x y A f x y    

  אז        1 2 3, , 0, , 0, , 0A x y f x y f x y f x y     

Aקבוצה סגורה, דהייו  היא  A  25.ד.2ולפי מסקה  A וכן ,

                1 2 3, , 0 , , 0 , , 0A x y f x y x y f x y x y f x y        

1  ולכן: 2 3A B B B     

1ראה שגם ההכלה ההפוכה כוה, ולכן   2 3A B B B   .  

1 יהי 2 3b B B B  .  אזb A.  תהיU  סביבה שלb . ראה שיש\c U A ,ומכאן שיש ב־U 

b) ולכן c  וא(שה Aואיבר שאיו ב־ )b שהוא( Aאיבר של  A .  

0r, כלומר יש Uמוכל ב־ bש כדור סגור סביב י b כסביבה של  כך ש־ ;B b r U.  

1bאם  B   אז 0,b t  עם 0,1t. אז    , ;c r t B b r U    מתקיים  ו\c U A.  

2bאם  B   אז ,0b t  עם 0,1t. אז    , ;c t r B b r U    מתקיים  ו\c U A.  

3bאחרת  B   ואז ,1b t t   עם 0,1t. אז    ,1 ;c t r t B b r U     מאחר ש־ו

   3 3 ,1 1 1 0f c f t r t t r t r            מתקייםc Aלכן ו \c U A.  

c\ יש בכל המקרים  U A  1וזה משלים את ההוכחה ש־ 2 3A B B B   .  

  לכן           1 2 3 1 2 3\ \ , , 0, , 0, , 0A A A B B B x y f x y f x y f x y         

  כלומר:    2\ , 0, 1A A x y x y       
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  : אז      
         
      

\

2

2

| \

, , 0, 1 , , 0, 1

, , 0, 0, 1, 1

A A

z z

z z

G f G f A A

x y z A xe ye z x y z x y

x y z x y xe ye z







   

            

         

R

R

  

סמן  \|A AS G f . להראות ש־ המשׂימה בסעיף זה היאS .היא טלאי דו־ממדי  

אם  , ,x y z S 0  אזz  0. לא ייתכןz   0  אםכיz   0אז 0 0 1xe ye    ו1דהייx y  

1xבסתירה לכך ש־ y   0. לכןz  :ולכן      3, , 0, 1, 1z zS x y z x y xe ye z         

1zאבל  zxe ye z    2אם ורק אםz z zxe y ze e    2כלומרz z zy e ze xe  .  

  אז:     
    

3 2

32 2

, , 0, 1,

, , 0, 1

z z z

z z z z z z

S x y z x y y e ze xe

x e ze xe z x e ze xe

       

        

  

  גדיר    2 2 2, 0, 0, 1z z z z z zx z e ze xe x e ze xe            

  .2Rהיא קבוצה פתוחה ב־  רואים ש־ 24.א.2וחלק ב של טעה  23.ד.2מסקה  בעזרת

h:3 דירג R :על ידי     2: , , ,z z zh x z x e ze xe z   

  : אז    
      

32 2, , 0, 1

, ,

z z z z z zS x e ze xe z x e ze xe

h x z x z h

        

   

  

  . רציפה  h. לכן 2Rשל פוקציה יסודית שמוגדרת ולכן רציפה ב־  ל־  היא צמצום hהפוקציה  

הצמצום ל־  S h   אריתקציה הלישל הפו   , , ,x y z x z  קציה ההפוכה ל־הוא הפוh ,

1ולכן הפוקציה  :h S  קציה  רציפה. אזהפו  h היא הומאומורפיזם מ־  ל־S ולכן ,S  היא

  רט היא משטח.פדו־ממדי, וב טלאי

  3.י.2, ואז לפי דוגמה פוקציה רציפה fדרך וספת להראות את הדרש היא להוכיח ש־  ות: הער

 \|A AG f  ) י כהיא טלאי דו־ממדי\A A 2היא קבוצה פתוחה ב־R אולם ההוכחה ש־ .(f  היא

את משפט ההגדרה  7פוקציה רציפה איה פשוטה. היא תהיה קלה יותר לאחר שלמד בפרק 

A\ב־כל קודה גזירה ב fלהסיק ש־  יהי  ו אפשרבעזרתהסתומה,  A  ולכן\|A Af   .רציפה  

g:היא להגדיר פוקציה    3.י.2דרך אחרת לצל את דוגמה   R כך :

    2: , z z zg x z e ze xe   

רף הג 3.י.2לפי דוגמה  G g .קציה   הוא טלאי דו־ממדיהפו   : , , , ,x z y x y z    קציההיא פו

1מתקיים במקרה ליארית הפיכה (    ולכן היא וההופכית שלה רציפות בכל המרחב, ולפי (

הקבוצה  11.י. 2טעה   G g ולא קשה לבדוק ש־היא טלאי דו־ממדי ,  G g S .  


