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  אופלת ו מטל
באתר הקורס, ומלאו  . כדי להגיש מטלת אופל היכסו אליהמצאות באתר הקורס ופלמטלת א

  אחר ההוראות בגוף המטלה. 

  משקל כל מטלת אופל: קודה אחת.יש עשׂר מטלות אופל, אחת לכל פרק. 

חומרי , דהייו במקביל לקריאת מטלות אלה מיועדות לפתרון תוך כדי לימוד הפרק מהספר

הלימוד. תוכלו לעזוב את המטלה ולחזור אליה באתר הקורס ולהמשיך לפתור אותה, כל עוד לא  

  תשובותיכם שמרות באתר הקורס. הגשתם אותה באמצעות כפתור ההגשה שבסוף המטלה. 

לכן מומלץ מאוד להגיש את כל   המשוב על כל מטלת אופל פתוח רק למי שהגישו את המטלה.

  המטלות האלה, גם כאלה שפתרתם חלקית בלבד.

  .לפי המועד האחרון להגשת כל מטלת אופל, יש להגיש אותה בעזרת כפתור ההגשה

  אחרי הגשת המטלה לא יתן לשות עוד את התשובות.

  ד האחרון לא יתן להגיש את המטלה. אחרי המוע

  המועדים המדוייקים לפתרון כל מטלת אופל מצאים בגוף המטלה באתר הקורס.
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  11מטלת מחה (ממ"ן)  
 1א2025  סמסטר:  3חשבון איפייטסימלי  – 20224  הקורס:

 קודות   2  משקל המטלה:  2–1 יםפרק  חומר הלימוד למטלה:

 24.11.2024מועד אחרון להגשה:    5מספר השאלות:  
  ) הסבר מפורט ב"והל הגשת מטלות מחה"( קיימות שתי חלופות להגשת מטלות למחה

 חיה (במעטפה בצרוף טופס מלווהחה במפגשי ההממ"ן). באמצעות הדואר או ישירות למ 
  ת  המטלות  מערכת  באמצעותהמקוו .  

  

 קודות)  20(  1שאלה 

0rיהי    ותהיkaR תהי .: k k R R  :ית שמקיימתקציה אפִיפו       0 ;1 ;kB B a r   

הוכיחו ש־      0 ;1 ;kS S a r  .  

 קודות)  15(  2שאלה 
אז   kRקבוצה ב־  Aהוכיחו או הפריכו: אם   \A A A   .  

 קודות)  20(  3שאלה 
f:תהי  R R קציה עולו אם במובן הרחב הפודהיי ,x y   אז   f x f y .  

הוכיחו כי הקבוצה      2,U x y y f x  R  היא קבוצה פתוחה אם ורק אם לכלaR 

מתקיים    x a
f x f a

.  

 קודות)  15(  4שאלה 

0יהי  . קיים הגבול   םהא
 
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 
 
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 קודות)  30(  5שאלה 

הראו שהקבוצה    א.       22 2 2 2 2, , \ 0,0,0S x y z x y z x y     .היא משטח   

  שימוש בשיעורים קוטביים או גליליים יכול להועיל. היא טלאי דו־ממדי.  Sהערה: למעשה אפשר להוכיח ש־ 

הראו שלכל   ב. 0,1r  הקבוצה  0,0,0 ;S B r   ה קשורה־מסילתית ואילו הקבוצהאי

     0,0,0 ; 0,0,0S B r  .קשורה־מסילתית  

הראו שהקבוצה    ג.  0,0,0S  .ה משטחאי  

   ►►►סוף המטלה 
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  12מטלת מחה (ממ"ן)  
 1א2025  סמסטר:  3חשבון איפייטסימלי  – 20224  הקורס:

 קודות   2  משקל המטלה:  6–3 יםפרק  חומר הלימוד למטלה:

 5.1.2025מועד אחרון להגשה:    7מספר השאלות:  
  ) הסבר מפורט ב"והל הגשת מטלות מחה"( קיימות שתי חלופות להגשת מטלות למחה

 חיה (במעטפה בצרוף טופס מלווהחה במפגשי ההממ"ן). באמצעות הדואר או ישירות למ 
  ת  המטלות  מערכת  באמצעותהמקוו .  

 קודות)  20(  1שאלה 

f:3הפוקציה   R R  התו  עבור   , , 0,0,0x y z  על־ידי   
2 2

8 6 4, , x yzx y z
x y z 

  

כן ו 0,0,0 0f  קודות בהןקבעו מהן כל ה .f .ה גזירהקודות בהן היא איגזירה, ומהן ה  

 קודות)  15(  2שאלה 
״כלל המכפלה״  בשאלה זאת תוכיחו ״כלל גזירה״ עבור פעולת כפל מטריצות, המכליל את 

  : הוסחה לגזרת של מכפלת פוקציות גזירות.1מהקורס חשבון איפייטסימלי 

,יהיו   , ,k l m n  מספרים טבעיים, ותהיkaR.  

ל־  kRפוקציה חלקית מ־ fתהי  l mM  R  קודהשגזירה בa.  

ל־  kRפוקציה חלקית מ־ gתהי  m nM  R  קודהשגזירה בa.  

גדיר    :p x f x g x  .(הפעולה היא כפל מטריצות)  

ל־ kRהיא פוקציה חלקית מ־ pהפוקציה   l nM  R.  

ושמתקיים  aגזירה בקודה  pהוכיחו ש־          a a aDp h f a Dg h Df h g a   לכלkhR.  

  :  15.ז. 3הדרכה: פעלו בדומה לפתרון חלק ג של שאלה 

הגדירו את הפוקציה      : l m m n l nM M M    R R R   על־ידי : ,X Y XY    .(פעולת כפל מטריצות)  

הראו שהיא גזירה ומצאו את     , ,A BD H K   עבור כל , l mA H M  R   וכל , m nB K M  R .  

הראו ש־ ,p f g   .והשתמשו בכלל השרשרת  

ABתוכלו להיעזר בדרך בוסחה   A B   עבור l mA M  R ־ ו m nB M  R   ה מוכחת בספרכם  שאיאי)

  דרשים לכלול הוכחה שלהּ במסגרת פתרון השאלה). 

 קודות)  15(  3שאלה 
מספרים טבעיים ותהי  nו־ kיהיו     : k k k kf M M R R   המוגדרת על ידיnX X .

־ובע שזאת פוקציה פוליומית ולכן היא ודאי גזירה ב  6.י.1מדוגמה  k kM  R.  

הראו ש־  1n
XDf I nX    לכל k kX M  R  כאשר ,I  .היא מטריצת היחידה  

  בשאלה הקודמת, או לחילופין לפעול בדרך ישירה יותר. תוכלו להיעזר  
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  .4שתי השאלות הבאות מכלילות משפטים מסויימים מפרק 

 קודות)  20(  4שאלה 
פוקציה סקלרית המוגדרת ורציפה בקבוצה  fתהי   .א ,c dR תהי . : 0,  R   שעבורה

האיטגרל המוכלל   x dx



   ס ולכלמתכ   , ,x t c d R :מתקיים     ,f x t x  

ציה ק ופההוכיחו ש  : ,F t f x t dx



  מוגדרת ורציפה בקטע ,c d.  

1kפוקציה סקלרית המוגדרת ורציפה בכל המרחב האוקלידי  fתהי   .ב k  R R R .  

תהי  : 0,  R   טגרל המוכללשעבורה האי x dx



   ס ולכלמתכxR ו־kyR

  מתקיים:    ,f x y x  

הפוקציה הוכיחו ש  : ,F y f x y dx



 מוגדרת ורציפה בכל המרחב האוקלידי kR .  

.  3.ד.4בטעה אפשר לסות להיעזר הוכחה . במקום לחזור על ה3.ד.4טעה   הוכחתלחקות את  לסות הדרכה: אפשר 

  יכולה להועיל.   7.ח.2גם טעה 

 קודות)  0 –רשות (  5שאלה 
1kפוקציה סקלרית שמוגדרת וגזירה ברציפות בכל המרחב האוקלידי  fתהי  k  R R R ,

  ומתקיימים התאים  האלה:

   לכלkxR   טגרל המוכללהאי ,f x y dy



 .סמתכ  

  קציהיש פו: R R   טגרל המוכללכך שהאי y dy



 .סמתכ  

   לכלkxR ו־yR  מתקיים   ,f x y y .  

הראו שבהחות אלה הפוקציה   : ,F x f x y dy



  גזירה ברציפות ב־kR  וכן לכלkxR 

ולכל   1, ,i k  :מתקיים     ,
i i

F fx x y dyx x





 


   
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 קודות)  15(  6שאלה 
,3יהיו   , ,a b u vR יח ששלושת הוקטוריםו ,, ,a b u v .אריתהם בלתי־תלויים לי  

  סמן:    A a tu t B b tv t     R R  

pהראו שיש קודות יחידות  A ו־q B  כך שהקטע שקצותיוp ו־q  הוא הקטע הקצר ביותר

  , והראו שאורכו של קטע זה הוא המספר:Bוהקצה האחר בקבוצה  Aשאחד מקצותיו בקבוצה 

    
   a b u v

u v
  


  

 קודות)  15(  7שאלה 
צאו את כל קודות הקיצון המקומי של הפוקציה  מִ    34 4: ,f x y x y x y   לכל אחת .

, fמהקודות שמצאתם, קבעו אם היא קודת מיימום מקומי או קודת מקסימום מקומי של 

  .2Rב־ fוכן אם היא קודת מיימום או קודת מקסימום של 

   ►►►סוף המטלה 
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  13מטלת מחה (ממ"ן)  
 1א2025  סמסטר:  3חשבון איפייטסימלי  – 20224  הקורס:

 קודות   4  משקל המטלה:  7פרק   חומר הלימוד למטלה:

 9.3.2025מועד אחרון להגשה:    5מספר השאלות:  
  ) מטלות מחה"הסבר מפורט ב"והל הגשת ( קיימות שתי חלופות להגשת מטלות למחה

 חיה (במעטפה בצרוף טופס מלווהחה במפגשי ההממ"ן). באמצעות הדואר או ישירות למ 
  ת  המטלות  מערכת  באמצעותהמקוו .  

 קודות)  20(  1שאלה 
הוכיחו שהקבוצה    2

k kA A M  R מכילה סביבה של מטריצת היחידה  I.  

(מרחב המטריצות  k kM  R   מזוהה כרגיל עם המרחב האוקלידי
2kR (.  

 קודות)  20(  2שאלה 
שגזירה פעמיים ברציפות בסביבה של הקודה  Rל־  2Rפוקציה חלקית מ־ Fתהי  ,a b.  

  תון:       2
2, 0 , 0 , 0 , 0F F F

x y x
F a b a b a b a b  

  
     

הוכיחו שהמשוואה  , 0F x y    ה מגדירה באופן סתום בסביבתאי ,a b   אתx  קציהכפו

(שימו לב שהמשוואה כן מגדירה באופן סתום בסביבת  . y של ,a b  אתy קציה שלכפו  x  הוכיחו זאת, היעזרו .

  בתוים כדי להסיק מסקות על תכוות הפוקציה הזאת, ובעזרתן הוכיחו את הדרש בשאלה). 

 קודות)  20(  3שאלה 
  סמן:     

    

2 2 2 23
1 2

2 3
2 2

, , 0, 3 3

, 0,0,2 ;1

S x y z z x y

S S

    

   

R

R

  

1הוכיחו שהקבוצה   2S S S  היא משטח חלק .  

  קודות)  20(  4שאלה 

  שתי תכוות: ת, בעלkRב־ת ־ממדיd החלק יריעה Sהי ת

. כל קרן שקודקודהּ ב־1 0 k  קודה אחת של מכילה לכל היותרS .  

a. לכל קודה  2 S  קודההמרחב המשיק בa ל־S  ו מכיל אתאי 0 k.  

Sתהי   יים שקודקודן ב־איחוד כל הקר 0 k קודה מ־ שמכילותS לא כולל , 0 k :ועצמה, דהיי

   0
a S

S ta t


    

1dהראו שאם  k   כלומר)S   היא משטח־על) אזS  היא קבוצה פתוחה .  
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 קודות)  20(  5שאלה 
0יהי    3ותהי:f R R :שמוגדרת על ידי   , ,x y z xyz  

יש ערך מזערי וערך מרבי בקבוצה  fהראו של־ 

      3 6 6 6, , 0, , 3A x y z x y x y z        

  .)   (התוצאה תלויה במספרבקבוצה זאת.    fקודות הקיצון שלומצאו אותם ואת כל 

   ►►►סוף המטלה 
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  14מטלת מחה (ממ"ן)  
 1א2025  סמסטר:  3חשבון איפייטסימלי  – 20224  הקורס:

 קודות   4  משקל המטלה:  8פרק   חומר הלימוד למטלה:

 6.4.2025מועד אחרון להגשה:    5מספר השאלות:  
  ) הסבר מפורט ב"והל הגשת מטלות מחה"( קיימות שתי חלופות להגשת מטלות למחה

 חיה (במעטפה בצרוף טופס מלווהחה במפגשי ההממ"ן). באמצעות הדואר או ישירות למ 
  ת  המטלות  מערכת  באמצעותהמקוו .  

 קודות)  20(  1שאלה 
:תהי  kf R R  קציה רציפה ב־פוkR וגזירה ברציפות ב־  \ 0 kkR יח ש־ .  0 0kf   וכן

  0f x   לכל  \ 0 kkxRיח גם ש־ .  0x f x    לכל  \ 0 kkxR.  

הוכיחו שהקבוצה    .א  1kU x f x  R  .היא קבוצה כוכבית  

הערה: יתן להוכיח זאת גם בהחה החלשה יותר ש־  0x f x   קודות בהןב  1f x .  

2kאם   .ב    והקבוצהU  שהקבוצה  הראו חסומה  2 1S x f x  R  תלולאה היא תמו

  . 1הוא  סביב ראשית הצירים פשוטה וסדירה שמספר הליפוף שלה

בצורה   Sהדרכה: אפשר לרשום את קודות  cos , sinx r t r t  ולהיעזר במשפט ההגדרה הסתומה עם ,

המשוואה   cos , sin 1f r t r t  .  

  

 קודות)  20(  2שאלה 
תהי  : , k    R :מסילה שאורכה סופי ומתקיים       L        

  . איה קבועה בשום קטע שהיא מוגדרת בו ש־ תון גם

  היא מסילה פשוטה ששקולה למסילה אפיית. הראו ש־

  . 13.ב.8לקטע סגור. ראו שאלה  kRל־ Rהערה: מסילה אפיית היא צמצום של פוקציה אפיית מ־

 קודות)  20(  3שאלה 

הגרף של הפוקציה  : ,f   R  המוגדרת על ידי  2
x xe ef x


  ת מסילההוא תמו

  פשוטה וסדירה במישור. מצאו את המרכז הגיאומטרי של מסילה זאת.

2coshקראת קוסיוס היפרבולי, והוג לסמן   הערה: הפוקציה הזאת x xe ex .  

2sinhגזרתָהּ קראת פוקציית הסיוס ההיפרבולי ומסומת   x xe ex .  

2  ןכל אחת משתי הפוקציות האלה היא הגזרת של האחרת, ויש בייהן קשרים רבים, כגו 2cosh sinh 1x x  .  
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 קודות)  20(  4שאלה 

הראו שהפוקציה    2 2: \ 0,0F R R :המוגדרת על ידי   
2

4 2 4 2
2, ,xy xx y

x y x y
 
 

  
  

היא שׂדה משמר במישור הקוב   2 \ 0,0R.  

 קודות)  20(  5שאלה 
מִצאו עבור אילו ערכים של   2,a b R 0ו־r   הקבוצה       , ; \ 0,0 ;45U B a b r B  

  הפוקציה היא קבוצה לא ריקה שבה 

   

2 2

2 2

:

, sin cos , sin cos
x

F

ex y x y y y y y x y
x y



 


R R



  

  היא שדה משמר.

   ►►►סוף המטלה 



 

 10  15ממ"ן  \   2025 \  20224

  15מטלת מחה (ממ"ן)  
 1א2025  סמסטר:  3חשבון איפייטסימלי  – 20224  הקורס:

 קודות   4  משקל המטלה:  9פרק   חומר הלימוד למטלה:

 18.5.2025מועד אחרון להגשה:    5מספר השאלות:  
  ) הסבר מפורט ב"והל הגשת מטלות מחה"( קיימות שתי חלופות להגשת מטלות למחה

 חיה (במעטפה בצרוף טופס מלווהחה במפגשי ההממ"ן). באמצעות הדואר או ישירות למ 
  ת  המטלות  מערכת  באמצעותהמקוו .  

 קודות)  20(  1שאלה 
  .Rל־  2Rפוקציה חלקית מ־ gתהי 

  שמוגדרת על־ידי: Rל־  3Rפוקציה חלקית מ־ fתהי    : . , ,f x y z g x y  

איטגרבילית ב־ fהוכיחו שאם    30 ;1B  אזg טגרבילית ב־אי  20 ;1B .  

  גם מבחן לבג לאיטגרביליות יכול להועיל.  הצעה: אחת ממסקות משפט פוביי יכולה להועיל.

 קודות)  20(  2שאלה 
המרכז הגיאומטרי של הקבוצה: ־ממדי ואת 5חַשבו את הפח ה־

      5 2 2 2, , , , 0, 1A x y z u v x y z u v         

3kעם    26.ו.9עֵצות: דרך אפשרית היא להשתמש במשפט    2ו־l קציות  גמא ובטאה.  . יתכן שפותסייע  

  הגיאומטרי של הקבוצה שווים זה לזה. שחלק משיעורי המרכז  6.ז. 9תוכלו להראות בעזרת שאלה 

 קודות)  20(  3שאלה 
מִצאו קבוצה סגורה וחסומה  20,A   ששִטחָהּ חיובי, ושפתה מוכלת באיחוד הקבוצות

          2 2 2 2, 1 , 3 , 1x y xy x y x y x y x xy y         

  וחַשבו את האיטגרל: 4 4 xy

A

x y e dxdy  

הדרכה: היעזרו בפוקציה     2: 0, 0,    R   המוגדרת על־ידי   2 2: , ,x y x y xy  .  

 קודות)  20(  4שאלה 
2kיהי    טבעי. תהי: kf R R  2025המוגדרת על ידיx x.  

סמן  nלכל מספר טבעי  110, 0,
k

n nA n


     סמן גםו ,
1
n

n
A A





 .  

האיטגרל המוכלל   kקִבעו עבור אילו ערכים של 
A
f  .סמתכ  
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 קודות)  20(  5שאלה 
שתמותה  באיור מתוארת מסילה פשוטה     20, 1,0 ;1S .  

  בראשית הצירים.   המסילה מוצא

  יהיו:  3

1
, y

yx
yyxP 


  

      yxx
yx

yyxQ 


 1ln
1

, 3  

Pdx  וחשבו את האיטגרל:  במשפט גרין ובהחלפת משתים באיטגרל כפול והעזר Qdy


   

   ►►►סוף המטלה 

 



 

 12  16ממ"ן  \   2025 \  20224

  16מטלת מחה (ממ"ן)  
 1א2025  סמסטר:  3חשבון איפייטסימלי  – 20224  הקורס:

 קודות   4  משקל המטלה:  10פרק   חומר הלימוד למטלה:

 20.6.2025מועד אחרון להגשה:    5מספר השאלות:  
  ) הסבר מפורט ב"והל הגשת מטלות מחה"( קיימות שתי חלופות להגשת מטלות למחה

 חיה (במעטפה בצרוף טופס מלווהחה במפגשי ההממ"ן). באמצעות הדואר או ישירות למ 
  ת  המטלות  מערכת  באמצעותהמקוו .  

 קודות)  25(  1שאלה 
  .13בממ״ן  3שאלה מ חלקההמשטח   Sיהי 

0עבור כל     מצאו את השטח של הקבוצה  2 ,K S    R.  

 קודות)  25(  2שאלה 
  לולאה פשוטה שתמותה: תהי      3, , 0 ;2 3x y z S x y z     

  מצאו את המספר:     2 2 2 2 2 2y z dx z x dy x y dz


      

  סטוקס). –(מומלץ להשתמש במשפט קֶלוין 

 קודות)  25(  3שאלה 
  סמן:      32 20 ;5 3,4S S  R  

3תהי  3:F R R  :ה על־ידיתוה     3 3, , , , sinz z z z zx y z xe ye y z x z xe ye e xy      

ורמל יחידה רציף לספֵירה  Nסמן ב־  32 0 ;5S   ה החוצה מהקבוצהשפו  33 0 ;5B.  

  .Fחשבו את הרוטור   .א

חשבו את את האיטגרל המשטחי   .ב  2
S

F N d  סטוקס.– בעזרת משפט קלוין  

חשבו שוב את האיטגרל   .ג  2
S

F N d  –   20.ו. 10והפעם בעזרת משפט .  

 קודות)  25(  4שאלה 
0rיהי  סמן ,   1 0 ;kkS S r  ותהי: k kF R R :קציה המוגדרת על ידיהפו

     3 3
1 1: , , , ,k kF x x x x    

1k חשבו את האיטגרל
S

F N d    כאשרN ורמל יחידה למשטח־על   רציף הואS   ה החוצההפו

  מהקבוצה  0 ;kkK B r.  
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 קודות)  0 –רשות (  5שאלה 
ה־ חשבו את הפח  k l־ממדי ואת המרכז הגיאומטרי של הקבוצה:

    2

1 1
0, 1

k k lk l
i i

i i k
A x x x




  

       
  

   

  טא וגמא. , ובפוקציות בייבתוצאות משפט פובּ  Coareaכדורים, בוסחת על  תוכלו להיעזר בידע על סימפלקסים ו

   ►►►סוף המטלה 


