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  16מטלת מחה (ממ"ן)  
 1א2025  סמסטר:  3חשבון איפייטסימלי  – 20224  הקורס:

 קודות   4  משקל המטלה:  10פרק   חומר הלימוד למטלה:

 20.6.2025מועד אחרון להגשה:    5מספר השאלות:  
  ) הסבר מפורט ב"והל הגשת מטלות מחה"( קיימות שתי חלופות להגשת מטלות למחה

 חיה (במעטפה בצרוף טופס מלווהחה במפגשי ההממ"ן). באמצעות הדואר או ישירות למ 
  ת  המטלות  מערכת  באמצעותהמקוו .  

 קודות)  25(  1שאלה 
  .13בממ״ן  3שאלה מ חלקההמשטח   Sיהי 

0עבור כל     מצאו את השטח של הקבוצה  2 ,K S    R.  

 קודות)  25(  2שאלה 
  לולאה פשוטה שתמותה: תהי      3, , 0 ;2 3x y z S x y z     

  מצאו את המספר:     2 2 2 2 2 2y z dx z x dy x y dz


      

  סטוקס). –(מומלץ להשתמש במשפט קֶלוין 

 קודות)  25(  3שאלה 
  סמן:      32 20 ;5 3,4S S  R  

3תהי  3:F R R  :ה על־ידיתוה     3 3, , , , sinz z z z zx y z xe ye y z x z xe ye e xy      

ורמל יחידה רציף לספֵירה  Nסמן ב־  32 0 ;5S   ה החוצה מהקבוצהשפו  33 0 ;5B.  

  .Fחשבו את הרוטור   .א

חשבו את את האיטגרל המשטחי   .ב  2
S

F N d  סטוקס.– בעזרת משפט קלוין  

חשבו שוב את האיטגרל   .ג  2
S

F N d  –   20.ו. 10והפעם בעזרת משפט .  

 קודות)  25(  4שאלה 
0rיהי  סמן ,   1 0 ;kkS S r  ותהי: k kF R R :קציה המוגדרת על ידיהפו

     3 3
1 1: , , , ,k kF x x x x    

1k חשבו את האיטגרל
S

F N d    כאשרN ורמל יחידה למשטח־על   רציף הואS   ה החוצההפו

  מהקבוצה  0 ;kkK B r.  
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 קודות)  0 –רשות (  5שאלה 
ה־ חשבו את הפח  k l־ממדי ואת המרכז הגיאומטרי של הקבוצה:

    2

1 1
0, 1

k k lk l
i i

i i k
A x x x




  

       
  

   

  טא וגמא. , ובפוקציות בייבתוצאות משפט פובּ  Coareaכדורים, בוסחת על  תוכלו להיעזר בידע על סימפלקסים ו

   ►►►סוף המטלה 
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 הערות

    6\98\ב2024חלק ב של   :1לשאלה 

בבחיה הפרמטר הוגבל ל־. כמוכן  13בממ״ן  3(חלק א הוא שאלה  3
20,  .(  

3אם     אז  0,0,3K   ולכן 2 0K  .  

3אם 
2 3    אז     20,0,2 ;1 ,K S    R  ה15.ג.10ובעזרת מסק :

        
           

2 2 0,0, 2

2
2 0,0,0 ;1 2, 2 2 1 2 3

K K

S

  

     



         R

  

3אם 
20     אז     2 2 1 2 2K K K    :כאשר   

 

2 3
1 2

2 3
2 2

,

,

K K

K K

     

   

R

R

לפי  

3מה שקיבלו עם 
2   :מתקיים  

  

לבסוף:  1 |K G g   עם     3
2 3

0,0 ; \ 0,0 ;B B     קציההפו)g תרון מפ

קבל  6.ג.10ומשאלה ) 13ן ״מממ 3שאלה 

      

       2

2
2 1 2 2

3 23 3 2
2 22 4 3 2 33

| 1 3 1 2vol

2vol 0,0 ; 2vol 0,0 ; 2 2

K G g g

B B  

 

   


 

       

     

   

  ולכן:         2 23 92 2
2 2 1 2 2 2 3 2 33K K K               

. דומה במקצת לשאלה במטלת אופל (שם זה חיתוך מישור עם קובייה  6\ 85\ב2024  :2לשאלה 

במקום עם ספירה). החיתוך בין הספירה    30 ;2S למישור

    , , 3H x y z x y z     

הוא מעגל. אפשר בדרכים שוות למצוא שזה מעגל שמרכזו  1,1,1 1 ורדיוסו :  

אם        3, , , , 0 ;2 3x y z x y z S x y z      :אז  

           

     

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

, , 1,1,1 1 1 1

2 1 2 1 2 1

2 1 1 1 2 2 3 3 1

x y z x y z

x x y y z z

x y z x y z

      

        

             

  

עבור    2 2 2 2 2 2: , , , ,F x y z y z z x x y   מתקיים

     , , 2 , ,F x y z y z z x x y       

אחד הורמלים למשטח הוא  1,1,1  ורמל יחידה רציף הוא ולכן 1
3

1,1,1N    

   3
2 2 22 3 3K    
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  ולכן:     2 4 4
3 3 3

, , 1,1,1 3 4 3F N y z z x x y x y z                 

  אז:      

   

2 2 2 2 2 2
2

2 24 3 4 3 4 3

K

K

y z dx z x dy x y dz F N d

d K





  

       

   

 

 

  

כאשר   30 ;2K H B   סביב  1הוא עיגול ברדיוס 1,1,1  במישורH.  

והשאלה הוכחית הן מקרה  13ממן  3שאלה צירוף  ( במקור רציתי שאלה יותר כללית

  : פרטי שלהּ)

0תוים פרמטרים   , 1,3  0ו־  2, וכןk   

  קבוצות:    
    

1 2 2 2
1 1 1 1

1 1
2

, , 0,

, 2 ;1

k
k k k

k k
k

S x x x x x x

S S e

 






 

      

   

R

R

   

1ו־ 2S S S  .  

  היא משטח־על חלק. Sעבורם  ו־ א. למצוא את  

3kב. כאשר    לחשב את 2 K  עבור  2 ,K S    R  3(עבורk   בספר אין

  או חגורה ספֵירית, אלא רק לפח הספֵירה כולה).  וסחה לפח כיפה ספֵירית

  . 2\ 17\ב2011=4\ 17\ב2014  :3לשאלה 

של  סעיף א: חישוב מייגע , ,F x y z  ותן: 17.ה.10לפי הגדרה

   3 3 2 2cos , cos ,3 2 3z z z z z z zxe xy x xe ye xe ye y ye xy x z e y z           

סעיף ב: יש מיפויים שוים לתוך הספירה    32 0 ;5S   תם מכילה אתשתמוS  וכל

מוכלת כולה בחצי המרחב העליון שתמש  Sאחד מהם יכול לשמש אותו. כיוון ש־ 

  למשל במיפוי:   2 3

2

: 0 ;5

, 25

h B

  



  
 

R



  

לכל    20 ;5B  מתקיים     2 225 25 5h         

ולכן     30 ;5h S  .  

אז  h S   23אם ורק אם 25 4    ו29דהיי 25 16    מה ששקול ל־

216 9   4כלומר 3 :סמן .       2 20 ;4 \ 0 ;3K B B  

אז  h S   אם ורק אםK כלומר , S h K.  
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  אז     2 2
4 30 ;4 0 ;3 Im ImK S S      


  

0Rכאשר עבור   :גדיר   
 

2: 0,2

cos ,sin
R

t R t t

   R



  

היא לולאה סדירה שהעיגול  Rהמסילה   9.ט.9לפי דוגמה   20 ;B R  .שוכן לשמאלה

סיק גם   10.א.9, ובעזרת שאלה 4שוכת לשמאל הלולאה הסדירה   Kמכך סיק ש־

3שוכת לשמאל הלולאה הסדירה  Kש־


  4יחד עם המסילות  K. אם כך הקבוצה 

3ו־


  ). 14.ט. 9מקיימות יחד את החות משפט גרין (מיוח  

) יחד עם הסימון בהערה  12.ה. 10סטוקס (משפט –כעת וכל לקבוע לפי משפט קלוין

  שמתקיים: 19.ה.10 
 

   
4 3

2 , , , ,
h K h h

F N d F d x y z F d x y z
 

        

  

הוא ורמל היחידה הרציף   Nכדי להצדיק את הקביעה האחרוה יש לודא גם ש־

. לשם כך די לודא בקודה אחת שהם מתלכדים (למשל בקודה hשמשרה המיפוי 

 0,0,5 יהם שווים ל־ש 1,0,0 .(  

  אם כך:      
4 3

2 , , , ,
S h h

F N d F d x y z F d x y z
 

       
 

  

Rסמן  Rh  .  

  אז:          
   

2 2, 25 cos , sin , 25

sin , cos ,0

R R R R

R

t h t t t R t R t R

t R t R t

   



      
 

 





  

225cלוחיות הכתיבה סמן:   R אז .

  

          
   

 
 

 

2 1

2 1

3 3

3 3

4 4 4 2

cos sin

cos cos , sin , sin cos , sin ,

cos cos cos sin

sin cos sin sin

cos sin

R R R R

c c

c c

c

F t t R t F t R t F t

R t F R t R t c R t F R t R t c

R t cR t e R t e R t

R t e R t e R t cR t

cR t t e R

   





        

        

  

  

  



         

  

 

2

0

2
4 4 4 2

0
2

4 4 4 2

0

, , , ,

cos sin

cos sin 2

R R

R R
h

c

c

F d x y z F d x y z F t t dt

cR t t e R dt

cR t t dt e R



 





 



    

  

  

  







  

  וכל לרשום  22 2 4 4 2 21 cos sin cos sin 2sin cost t t t t t      
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  ולכן: 24 4 2 2 21 1
2 2cos sin 1 2sin cos 1 2sin cos 1 sin 2t t t t t t t        

2  כמוכן 2 1 1
2 2cos4 1 2sin 2 sin 2 cos 4t t t t      

  ולכן  4 4 2 31 1 1 1 1
2 2 2 2 4 4cos sin 1 sin 2 1 cos4 cos4t t t t t         

ומקבלים 

     
2 2 2

4 4 3 3 3 31 1
4 4 4 4 2 2

0 0 0

cos sin cos4 2 cos4 0t t dt t dt t dt
  

              

  ולכן:  24 2 4 2 25 23 3
2 2, , 2 25 2

R

c R

h

F d x y z cR e R R R e R


         


  

  לבסוף:     

   
4 3

2

4 3 2 4 4 23 3
2 2

3 4

, , , ,

3 4 2 4 4 3 2 3

666 32 18

S h h

F N d F d x y z F d x y z

e e

e e

 



   

  

     

       

  

  
 

  

  סעיף ג: 

  סמן:      3 20 ;5 3,4K B  R  

  וכן:     3 2
1 0 ;5 3,4S S  R  

             
          

3 22
2

3 22
3

0 ;5 4 0 ;3 4

0 ;5 3 0 ;4 3

S B B

S B B

    

    

R

R

  

             
          

3 22
1

3 22
2

0 ;5 4 0 ;3 4

0 ;5 3 0 ;4 3

S S S

S S S

    

    

R

R





  

הן יריעות   2Sו־  1S. הקבוצות  3Rהיא סגורה, חסומה ובעלת פח ב־ Kהקבוצה  

  מפתרון סעיף ב). 3ו־ 4חלקות חד־ממדיות (תמוות הלולאות  

הקבוצה   2
1 3,4U  R .היא קבוצה פתוחה  

הפוקציה    2 2 2
1 : , , 25f x y z x y z   1גזירה ברציפות ב־U.  

מתקיים      3
1 , , 2 , , 0f x y z x y z    עבור כל  1, ,x y z S:וכן מתקיים ,

  
    
    

1 1 1

1 1 1 1

, , , , 0

, , , , 0

x y z U f x y z K U

x y z U f x y z S U

   

   
  

בעלת שטח מוכלל מתקבלת מכך שהיא תמות  1Sהעובדה ש־      2 20 ;4 \ 0 ;3B B  

  מפתרון סעיף ב, כלומר תמות קבוצה בעלת שטח תחת מיפוי זה. hתחת המיפוי  

מקבלים ש־  4.ו. 10משאלה        
1

1 1
1 1 5, ,

: , , , , , ,
f x y z

N x y z f x y z x y z


   היא
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  .Kשפוה החוצה מ־ 1Sורמל יחידה רציף למשטח  

  3.ו.10לפי דוגמה    1N x N x  1לכלx S.  

הקבוצה       3 2
2 0 ;5 3,U B   R .היא קבוצה פתוחה  

הפוקציה   2 : , , 4f x y z z  2גזירה ברציפות ב־U.  

מתקיים      3
2 , , 0,0,1 0f x y z    עבור כל  2, ,x y z S:וכן מתקיים ,

  
    
    

2 2 2

2 2 2 2

, , , , 0

, , , , 0

x y z U f x y z K U

x y z U f x y z S U

   

   
  

בעלת שטח מוכלל מתקבלת מכך שהיא תמות  2Sהעובדה ש־   20 ;3B   תחת המיפוי

 2 : ,4h   .ת קבוצה בעלת שטח תחת מיפוי זהכלומר תמו ,  

מקבלים ש־  4.ו. 10משאלה        
2

1
2 2, ,

: , , , , 0,0,1
f x y z

N x y z f x y z


   ורמל היא

  .Kשפוה החוצה מ־  2Sיחידה רציף למשטח 

הקבוצה       3 2
3 0 ;5 ,4U B   R .היא קבוצה פתוחה  

הפוקציה   3 : , , 3f x y z z 3גזירה ברציפות ב־U.  

מתקיים      3
3 , , 0,0, 1 0f x y z     עבור כל  3, ,x y z S:וכן מתקיים ,

  
    
    

3 3 3

3 3 3 3

, , , , 0

, , , , 0

x y z U f x y z K U

x y z U f x y z S U

   

   
  

בעלת שטח מוכלל מתקבלת מכך שהיא תמות  3Sהעובדה ש־   20 ;4B   תחת המיפוי

 2 : ,3h   .ת קבוצה בעלת שטח תחת מיפוי זהכלומר תמו ,  

מקבלים ש־  4.ו. 10משאלה        
3

1
3 3, ,

: , , , , 0,0, 1
f x y z

N x y z f x y z


    היא

  .Kשפוה החוצה מ־ 3Sורמל יחידה רציף למשטח  

1וכל לבדוק ש־ 27.א.2בעזרת שאלה   2 3 1 2K S S S S S       אז ממשפט .

  ובע שמתקיים: 20.ו. 10   
3

2
1 i

i
iK S

F F N d


        

קבל ש־   20.ה.10מחלק ב של שאלה   0F    :ולכן גם    0
K

F     

1הקבוצה   2S S    היא שולי הקבוצהS ב־  30 ;5S  1ומתקיים 1 2S S S S    ו־

1N N   1ביריעהS ומכאן אפשר להסיק ש:     
1

2 1 2
S S

F N d F N d        
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  אז:      
2 3

2 2 2 3 2
S S S

F N d F N d F N d              

  כעת       
2 2 2

2 2 2 23
0,0,1

S S S

F N d F d F d               

  וכן       
3 3 2

2 2 2 23
0,0, 1

S S S

F N d F d F d                 

  ולכן      
2 3

2 2 23 3
S S S

F N d F d F d                   

  זכר שלפי פתרון סעיף א:    2 2
3

, , 3 2 3zF x y z x z e y z        

הוא הגרף של צמצום הפוקציה הקבועה   2Sהמשטח  , 4x y   לעיגול  20 ;3B  .

): 17.ג.10(או טעה  6ג.10, ולפי שאלה 0הגרדיאט של הפוקציה הקבועה הוא 

  

     
  

 
  

 
  

   

   

22

2

2

23 3
0 ;3

2 4 2

0 ;3

22 2 4
2

0 ;3

3
3 4 2 3 4

0,3 0,2 0

34 4 4 4 4 41 1
4 40

, ,4

12 2 12

12 2 vol 0 ;3

12 2 3 12 2 18

24 18 24 3 18 6 3 18

S B

B

B

F d F x y dxdy

x e y dxdy

x y dxdy e B

r drd e r dr e

r e e e





   

     



         

  

  

    

          

 





   

הוא הגרף של צמצום הפוקציה הקבועה   3Sהמשטח  , 3x y   לעיגול  20 ;4B  .

): 17.ג.10(או טעה  6ג.10, ולפי שאלה 0הגרדיאט של הפוקציה הקבועה הוא 
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     
  

 
  

 
  

   

   

23

2

2

23 3
0 ;4

2 3 2

0 ;4

22 2 3
2

0 ;4

4
3 3 2 3 3

0,4 0,2 0

44 3 4 3 3 31 1
4 40

, ,3

9 2 9

9 2 vol 0 ;4

9 2 4 9 2 32

18 32 18 4 32 18 4 32

S B

B

B

F d F x y dxdy

x e y dxdy

x y dxdy e B

r drd e r dr e

r e e e





   

     



         

  

  

    

          

 





   

  אז:      

   
2 3

2 2 23 3

4 4 3 3

4 3

6 3 18 18 4 32

666 18 32

S S S

F N d F d F d

e e

e e

  

   

  

             

      

  

    

שפוה  בראשית סביב הראשיתורמל יחידה רציף לספירה שמרכזה  3.ו.10לפי דוגמה   :4לשאלה 

:1 הוא החוצה מהכדור באותו רדיוס rN x x לכל .x Sמתקיים

           3 3 4 41 1
1 1 1, , , ,k k kr rF x N x x x x x x x         

  ולכן: 4 41
1 1 1k k kr

S S

F N d x x d         

0cדרך אחת לחשב את האיטגרל הזה, ובאופן כללי יותר לחשב עבור כל     את

  האיטגרל 1 1
cc

k k
S

I x x d      

עם הפוקציה  23.ב. 10(בעזרת חלק ה של שאלה  היא ראשית משיקולי סימטריה

   1 1: , , , , , , , , , , , ,i j k j i kx x x x x x x x       (  1  לקבל
c

k k
S

I k x d    

(בעזרת אותה שאלה עם ואז    1 1: , , , ,k kx x x x    לקבל (

  
    1

1 1
0,

2 2
k

c c
k k k k

G gS

I k x d k x d 


 
  

  
R

  

  עם:  11

22

: 0 ;kkg B r

x r x

 



R



  

באיטגרל מרובה שאותו אפשר  17.ג.10את האיטגרל הזה אפשר להמיר בעזרת שאלה 

) שמובילה (לאחר שימוש בוסחת ״שטח־על״ של 20.ג.Coarea )10לחשב בעזרת וסחת 

) לאיטגרל על הקטע 22.ג.10ספֵירה מדוגמה  0,r  יתן לחישוב תוך שימושש

5k). חישוב זה גם מודגם (עם 13.ח. 9בפוקציית בטא (דוגמה   בשאלה במטלת (

4c. אבל במקרה שלו ( 10 אוֹפָּל .ץיש גם דרך אחרת באמצעות משפט הדיברג (  
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22  מתקיים 2
1: 3 3 3kF x x x x      

  : )12.ו. 10וממשפט הדיברגץ (משפט 
  

2
1

0 ;

3
kk

k
S K B r

F N d F x         

:2עם הפוקציה  23.ג.10כעת שתמש בוסחה משאלה  t t  :קבלו

  
     

2 2 2 22 2 1 1

0 02 2 2

2 2 2
2

k k kr r k
k k

k k k
K

rx t t dt t dt k
   

    
      

  ולסיכום:
 

2 2
1

2

6
2

k

k
k k

S

F N d rk
 

   
   

  עשה כך: 23.ג.10בוסחה משאלה   דלעיל ליתר דיוק, השימוש

  1בחר סדרה כלשהי של מספרים חיוביים ששואפת לאפס, למשל:
n n   

  סמן:      0 ; \ 0 ;k k
n nK B r B   

־ממדי שעולה לקבוצה  kסדרה עולה של קבוצות סגורות וחסומות ובעלות פח  nKאז 

  \ 0 kK ה2  : 32.ה.9, ולפי טע 2

n

n
K K

x x   

1מצד שי, לכל  
rn    0מתקיים n r   2(עם   23.ג.10ולפי שאלה: t t :(

             
2 2 22 1 1 1

0 02 2 2

2 2 2
k k k

n n n

r r r
k k k

nk k k
K K

x x t t dt t t dt t dt


      
   

        

  . 15מממ״ן  2הכללה לממדים כלליים של שאלה זאת   :5לשאלה 

  וה וקצת תקעתי בסוף...שלהלן הלכתי בדרך טיפה שבחישוב 

  :26.ו.9סמן כמו במסקה      2

1
, 0, 1

kk
y i

i
A x x y A x x y



         
  

  

  אז      0 ;1 0, lll
yA y A B       

yור ועב A  :מתקיים   21y kA y  
  

(ובפרט כזאת שרציפה בהּ) מתקיים: Aבילית ב־איטגרהיא ש fלכל פוקציה  

     1 1 1 1, ,
y

k l k l
A AA

f x y dx dx dy dy f x y dx dx dy dy
 
 
 
 

  


     

ה הקבועה  עם הפוקצי : , 1f x y  :קבל
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   

 
    

2
1 1

2
1

0 ;1 0,

vol vol vol 1

1 1!
ll

k l k y l k k l
A A

k

l
B

A A dy dy y dy dy

y dy dyk



 

   

 

 



 
 



  

  מטעמי סימטריה וכל להסיק: 
  

2
1

0 ;1

1vol 1
2 ! l

k

k l ll
B

A y dy dy
k     

:23.ג.10שבשאלה  Coareaסקה מוסחת וכל להסיק בעזרת המ כעת

   
      2 1

2 2 1
1

020 ;1

21 1
l

l

k k l
l l

B

y dy dy t t dt   
   

2zציב . את האיטגרל האחרון חשב בעזרת החלפת משתים ופוקציית בטא t 

2dzובהתאם  t dt :קבלו

           
 

2

1 1
1 22 1 1 1 1

2 2 2 2
0 0 2

1
1 1 , 1

1
l lk kl l

l

k
t t dt z z dz B k

k


  
      

     

  : אז
 

   
   

2 221
2

2 2 2

11 2 1vol
2 ! 21 1

l ll

k l l ll l l

k
A

k k k
 



  
     

      
  

עם  : , if x y x קבל37.ו.9תשובה לשאלה  , תוך שימוש ב :

  

 

   
    

2

1 1 1 1

1 1
1

12
1

0 ;1 0,

1 1
1 !

y

k

ll

i k l i k l
A AA

i k l
A y

k

l
B

x dx dx dy dy x dx dx dy dy

x dx dx dy dy

y dy dy
k

 



 

 
 
 
 

 
 

  
 
 

 


  

 







   

 



  

1kמוחלף ב־ kעם    והחישובים דלעיל  :יםות

  
 

2

1 1
2

1
2 2

l

i k l l l
A

x dx dx dy dy
k


 

      

  עבוראז 
 

 

 
 

2

2

1 1
2 2

22

2

1
2 2 1 1

vol 121
2 1

l

l

i k l l l l
A

llk l

l l

x dx dx dy dy
k k

A kk

k






     

  
   


  

  
  

,1עבור  ,i k k l   ־ ה  השיעורi של המרכז הגיאומטרי של A :הוא
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1 1 1 1

vol vol

i k l l i k k l
A A

k l k l

x dx dx dy dy y dx dx dy dy

A A

 

 


    
  

jסמן  i k  הוחשב את המוכאן החישוב הוא בעזרת .   : , jf x y y:

  

    
 

    

1 1 1 1 1 1

2
1 1

2
1

0 ;1 0,

1

vol vol 1

1 1!

y y

ll

j k l j k l j k l
A A AA A

j k y l j k k l
A A

k

j l
B

y dx dx dy dy y dx dx dy dy y dx dx dy dy

y A dy dy y y dy dy

y y dy dyk
 

   
    
   
   

   

 

    

 



 

 

     

 



  

שהרחיב את החישוב  כאן אי־אפשר לעשות אותו שיקול סימטריה שהיה בחישוב הפח,

ה בחלקים שוים של הכדור משת jyכי הסימן של  ,לכדור  0 ;1lB וכל בעזרת .

שיקולי סימטריה להרחיב את החישוב לחצי כדור, וגם להסיק שאין הבדל בערך  

j־ים שוים, ולכן יח בה״כ  jשיתקבל עבור  l  צל את חישוב המרכזוכל לו

:36.ו.9. בסימוי דוגמה 36.ו.9הגיאומטרי של חצי כדור בדוגמה 

         10 ; 0,l l
lC r B r    R  

  משיקולי סימטריה:

 ...................................  

, yו־ xקידים בין ולהחליף את התפ 26.ן.9טעה בעצם אי מעדיף כאן לחזור ל

  ...... Coareaולהשתמש בצורה שוה בוסחת 

 

  


