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  16מתווה לפתרון ממ"ן  
 1א2025  סמסטר:  3חשבון איפייטסימלי  – 20224  הקורס:

 קודות   4  משקל המטלה:  10פרק   חומר הלימוד למטלה:

 קודות)  25(  1שאלה 
  .13בממ״ן  3שאלה מ חלקההמשטח   Sיהי 

0עבור כל     מצאו את השטח של הקבוצה  2 ,K S    R.  

  פתרון 

   הם: 13בממ״ן  3התוים משאלה     
    

2 2 2 23
1 2

2 3
2 2

, , 0, 3 3

, 0,0,2 ;1

S x y z z x y

S S

    

   

R

R

  

1ו־ 2S S S שהקבוצה    13 ן, והוכח בפתרון ממ״S היא משטח חלק.  

3אם     אז  0,0,3K   (ודאו זאת) ולכן 2 0K .  

3אם 
2 3  1  אזK S   ולכן:       20,0,2 ;1 ,K S    R  

עם ההזזה   23.ב.10חלק ה של שאלה מ     0,0, 2 : , , , , 2x y z x y z    קבל 

               2
2 2 20,0, 2 0,0,0 ;1 2,K K S         R 

  15.ג.10וממסקה            2
2 0,0,0 ;1 2, 2 2 1 2 3S             R  

3אם  ולכן
2 3  אז :     2 2 3K     

3אם 
20     אז     2 2 1 2 2K K K    :כאשר   

 

2 3
1 2

2 3
2 2

,

,

K K

K K

     

   

R

R

 

3לפי מה שקיבלו עבור  
2  :מתקיים     3

2 2 22 3 3K      

  מתקייםכמוכן    2 3
1 2, |K S G g      R 

עם      3
2 3

0,0 ; \ 0,0 ;B B   :קציהוהפו    2 2: , 3 3g x y x y  

לכל   ,x y   מתקיים:           2 2
1 1

,2 3 3
, 6 ,6 3 , , 3

x yx y
g x y x y x y g x y


        

:  קבל 6.ג. 10משאלה      2
2 1 2 2| 1 3 1 2volK G g g  

 

          

  כמוכן           
2 2

3 3 23 1
2 2 22 2 4 33 3

vol vol 0,0 ; vol 0,0 ;B B             

3אם  ולכן
20   אז :           2 23 91 2

2 2 1 2 2 4 3 2 32 3K K K             
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 קודות)  25(  2שאלה  

  לולאה פשוטה שתמותה: תהי      3, , 0 ;2 3x y z S x y z     

  מצאו את המספר:     2 2 2 2 2 2y z dx z x dy x y dz


      

  סטוקס). –(מומלץ להשתמש במשפט קֶלוין 

  פתרון 

הקבוצה       3Im , , 0 ;2 3x y z S x y z       החיתוך בין הספירה היא    30 ;2S 

  מישור וה  , , 3H x y z x y z     

שמרכז המעגל הוא הקודה מכל מיי טעמים אפשר להבין  ולכן היא מעגל. 1,1,1   למשל כי לפי)

התון בברור הפוקציה     , , , ,x y z y z x מעבירה את המעגל הזה לעצמו, היא העתקת חפיפה ש

ולכן גם את מרכז המעגל לעצמו, ולכן מרכז המעגל הוא קודה  , ,x y z   המקיימתx y z   וגם

3x y z  .(   סמן :ביתר פירוט 1,1,1c  קודהל . , ,a x y z H   :מתקיים

           

       

22 2 2 2

2 2 2

22 2 2 2 2 2

, , 1,1,1 1 1 1

2 1 2 1 2 1

2 1 1 1 2 3 3 3

a c x y z x y z

x x y y z z

x y z x y z x y z a

        

        

                

  

aקודה  H  שייכת למעגל במישורH   שמרכזוc  2אם ורק אם   1ורדיוסו 23 1a a c    

2כלומר אם ורק אם   4a    2ובאופן שקולa   כלומר אם ורק אם ,  30 ;2a S לכן מעגל זה .

הוא   30 ;2 ImH S  ן דומה פ. באוa H  שייכת לעיגול הסגור במישורH  שמרכזוc 

2אם ורק אם   1ורדיוסו  23 1a a c      2כלומר אם ורק אם 4a    2ובאופן שקולa  ,

כלומר אם ורק אם    30 ;2a B לכן העיגול הסגור הזה הוא .  30 ;2H B.  

המבוקש בשאלה הוא  מספרה , ,F d x y z


 :עם     2 2 2 2 2 2: , , , ,F x y z y z z x x y    

), עם  19.ה. 10, ביסוח שכלול בהערה 12.ה. 10סטוקס (משפט –או רצה להשתמש במשפט קֶלוין

 h K שהיא העיגול ב־H  שמרכזו 1,1,1 שולי עיגול זה ב־1 ורדיוסו .H ם ה:     ImH h K    

הוא  Hאחד הורמלים למישור  1,1,1ורמל יחידה רציף ל־ ולכן ,H :הוא   1
3

1,1,1N    

  מתקיים   , , 2 , ,F x y z y z z x x y       

  ולכן:     2 4 4
3 3 3

, , 1,1,1 3 4 3F N y z z x x y x y z                 
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סטוקס יתו שהמספר המבוקש הוא:– יחד משפט קֶלוין הוא  1העובדה ששטח עיגול שרדיוסו 

   
 

 
 

  2 2 2, , 4 3 4 3 4 3
h K h K

F d x y z F N d d h K


               

וכל למשל להשתמש במיפוי  סטוקס–מוש במשפט קֶלויןכדי להצדיק את השי 2 ,hR  המוגדר על

  ידי:   : , , ,3h x y x y x y   

תמות המיפוי היא  2h HR מתקיים . , Imh x y  אם ורק אם      3, ,3 0 ;2x y x y S    

  כלומר אם ורק אם 22 2 23 2x y x y      

1קבוצת הקודות האלה היא בדיוק תמות הלולאה הפשוטה 
1 h  .  

  הקבוצה     22 2 2, 3 2K x y x y x y       

. אפשר גם לראות שמתקיים1 היא קבוצה סגורה וחסומה ששפתה בדיוק תמות הלולאה

         3, , 0 ;2K x y h x y B   

ולכן     30 ;2h K H B   היא בדיוק העיגול שמתקבל מחיתוך העיגול הסגור  30 ;2B  עם

  .היא הקבוצה התוה כתמות הלולאה  H, ששוליו ב־ H המישור

, כמעט. למה רק כמעט? או הוכחו  תוכלו לבדוק את כל הפרטים האלה, ולסיים את ההוכחה

), אך לא הוכחו ששטח 31.ו.9(דוגמה  2rהוא  2Rבמישור האוקלידי  rששטח עיגול שרדיוסו 

 H . אשתמש במיפוי אחר למישור2rגם הוא   3R  במישור במרחב האוקלידי rגול שרדיוסו יע

h:2הרעיון הוא לבות מיפוי   שיאפשר לקבל די בקלות את שטח העיגול. HR   עבירעל ידי כך ש

של מישור דרך הראשית המקביל  יאורתוורמללבסיס  2eו־ 1e יהסטדרטאת וקטורי הבסיס 

, ועל זה רכיב הזזה שתעביר את הראשית Hלמישור  0,0  קודהל 1,1,1c  מצאת ב־שH .

  cסביב  1 לעיגול ברדיוס 2Rזאת פוקציה שומרת מרחקים ולכן היא תעביר את עיגול היחידה ב־ 

  .H במישור

דרך ראשית הצירים   Hהמישור המקביל ל־  0,0,0 :הוא    , , 0x y z x y z    

בסיס אורתוורמלי למישור זה הוא למשל   ,u v :עם   

 

1
6

1
2

2, 1, 1

0,1, 1

u

v

  

 

  

1שמידט על סדרת הוקטורים –(הוא מתקבל למשל מהפעלת תהליך גרם 2, ,c e e.(  

2גדיר אפוא את  3:h R R :על ידי   : ,h s t c su tv   

 h בלתי־תלויים ליארית). תמות vו־ uאפיית שתמותהּ היא מישור אפיי (כי   הפוקציזאת 

מוכלת במישור האפיי   3H x c x    כי לכל  2,s t R  :מתקיים

     , 3 0 0 3c h s t c c su tv c c sc u tc v s t                  

xמצד שי אם  H  3אזc x c c     ולכן  3 3 0x c c x c c c         כלומר ,x c c   ולכן

    ,x c Sp c Sp u v


   לכן יש ו,s tR כך ש־x c su tv  :ולכן ,   ,x c su tv h s t     
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. מטריצת היעקוביאן H  היא המישור האפיי hולכן תמות  hמוכל בתמות  Hאז  ,s tJh  היא

3מטריצה  2 ותיהּ הן  עמודשTu ו־Tv  ארית ולכן  8.ו.3((ראו דוגמההעמודות בלתי־תלויות לי .(

  . H הוא מיפוי מלא למישור h, ולכן  2דרגת מטריצת היעקוביאן היא 

  מתקיים:   2 2 2 2 22 2 2 2, 2 2 2 3h s t c su tv c s u t v s c u t c v st u v s t                

  ולכן:        

    

23

22 2 2 2

, 0 ;2 , 2 , 4

3 4 1 , 0 ;1

h s t H B h s t h s t

s t s t s t B

     

        

  

סמן   20 ;1A B:וקיבל .      30 ;2h A H B   

  מתקיים 1.ג.10לפי טעה       3
2 20 ;2 h

A

H B h A       

  כאשר:       1 1 1 1
6 2 2 3 3

2, 1, 1 0,1, 1 2,2,2 1,1,1h u v             

1hאז    :ומכאן     3
2 20 ;2 1 volh

A A

H B A         

אז פח כדור  kR־ממדי של dהוא תת־מרחב אפיי  Hתוכלו באופן דומה להראות שעם  הערה:

d־ממדי שרדיוסו r ב־H פח כדור שרדיוסושווה ל r ב־dR הוא: 31.ו.9, שלפי דוגמה  
 

2

2

d

d
d
r


  

d שאםאפשר גם להראות  k ו־: d kh R R    תקציה שומרת מרחקים אז תמוהיא פוh  היא
  ־ממדי dהיא קבוצה סגורה וחסומה ובעלת פח   A, ואם kR־ממדי של dתת־מרחב אפיי 

אז , dRב־ h A  פח היא קבוצה סגורה וחסומה ובעלתd־ממדי ב־kR :וכן     vold dh A A   

0אם  hכמוכן עבור אותה  r d  ו־S  היא יריעה חלקהr־ממדית ב־dR  אז h S  היא יריעה

הקבוצה  Sשמוכלת ב־ K־ממדי rולכל קבוצה סגורה וחסומה ובעלת פח  kR־ממדית ב־rחלקה  
 h K   פח היא קבוצה סגורה וחסומה ובעלתrשמוכלת ב־ ־ממדי h S :וכן      r rh K K   
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 קודות)  25(  3שאלה 
  סמן:      32 20 ;5 3,4S S  R  

3תהי  3:F R R  :ה על־ידיתוה     3 3, , , , sinz z z z zx y z xe ye y z x z xe ye e xy      

ורמל יחידה רציף לספֵירה  Nסמן ב־  32 0 ;5S   ה החוצה מהקבוצהשפו  33 0 ;5B.  

  .Fחשבו את הרוטור   .א

חשבו את את האיטגרל המשטחי   .ב  2
S

F N d  סטוקס.– בעזרת משפט קלוין  

חשבו שוב את האיטגרל   .ג  2
S

F N d  –   20.ו. 10והפעם בעזרת משפט .  

  סעיף א  פתרון

חישוב מייגע של  , ,F x y z  ותן: 17.ה.10לפי הגדרה

   3 3 2 2cos , cos ,3 2 3z z z z z z zxe xy x xe ye xe ye y ye xy x z e y z           

  סעיף ב  פתרון

יש מיפויים שוים לתוך הספירה    32 0 ;5S  תם מכילה אתשתמוS  וכל אחד מהם יכול לשמש

מוכלת כולה בחצי המרחב העליון שתמש למשל במיפוי: Sאותו. כיוון ש־

    2 3

2

: 0 ;5

, 25

h B

  



  
 

R



  

לכל    20 ;5B  מתקיים     2 225 25 5h         

ולכן     30 ;5h S .  אז h S    23אם ורק אם 25 4   ו29דהיי 25 16   

216מה ששקול ל־  9   4כלומר 3 :סמן .       2 20 ;4 \ 0 ;3K B B  

אז  h S   אם ורק אםK כלומר , S h K.  

  כמוכן     2 2
4 30 ;4 0 ;3 Im ImK S S      


  

  גדיר:  R  כל מספר חיובי כאשר עבור 
 

2: 0,2

cos ,sin
R

t R t t

   R



  

היא לולאה סדירה שהעיגול  Rהמסילה   9.ט.9לפי דוגמה   20 ;B R   סיק שוכן לשמאלה. מכך

שוכת לשמאל  Kסיק גם ש־ 11ט.. 9, ובעזרת שאלה 4שוכת לשמאל הלולאה הסדירה  Kש־
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3הלולאה הסדירה 


3ו־ 4יחד עם המסילות  K. אם כך הקבוצה 


מקיימות יחד את החות  

  ). 14.ט. 9משפט גרין (מיוח 

. כדי לבדוק איזה Nהוא אחד מבין   hורמל היחידה הרציף שמשרה המיפוי 22.ד.10לפי שאלה 

מהשיים תבון בקודה  0,0,5 3.ו.10.  לפי דוגמה     0,0,5 0,0,1N .  

:הוא hורמל היחידה הרציף שמשרה המיפוי  20.ד.10לפי הגדרה 

      1
3 30,0,1 0,0h hh       

הוקטור  0,0h  הוא המכפלה הוקטורית של שורות המטריצה   
T

0,0
1 0 0
0 1 0

Jh
 

  
 

  

ולכן        0,0 1,0,0 0,1,0 0,0,1h    זה וקטור יחידה ולכן זה גם .  3 0,0h  אם גם .

, וכיוון  h וורמל היחידה הרציף ששרה המיפוי Nבקודה אחת מתלכדים ורמל היחידה הרציף 

  .N הוא בהכרח N שהאחרון הוא בהכרח אחד מבין

  19.ה.10) יחד עם הסימון בהערה  12.ה. 10סטוקס (משפט –כעת וכל לקבוע לפי משפט קלוין

  שמתקיים: 
 

   
4 3

2 , , , ,
h K h h

F N d F d x y z F d x y z
 

        

  

  אם כך:      
4 3

2 , , , ,
S h h

F N d F d x y z F d x y z
 

       
 

  

Rסמן  Rh  .  

  אז:          
   

2 2, 25 cos , sin , 25

sin , cos ,0

R R R R

R

t h t t t R t R t R

t R t R t

   



      
 

 





  

225cלוחיות הכתיבה סמן:   R אז .

  

          
   

 
 

 

2 1

2 1

3 3

3 3

4 4 4 2

cos sin

cos cos , sin , sin cos , sin ,

cos cos cos sin

sin cos sin sin

cos sin

R R R R

c c

c c

c

F t t R t F t R t F t

R t F R t R t c R t F R t R t c

R t cR t e R t e R t

R t e R t e R t cR t

cR t t e R

   





        

        

  

  

  



         

    

2

0

2 2
4 4 4 2 4 4 4 2

0 0

, , , ,

cos sin cos sin 2

R R

R R
h

c c

F d x y z F d x y z F t t dt

cR t t e R dt cR t t dt e R



 

 

 



    

     

  

 



  

  וכל לרשום  22 2 4 4 2 21 cos sin cos sin 2sin cost t t t t t      

  ולכן: 24 4 2 2 21 1
2 2cos sin 1 2sin cos 1 2sin cos 1 sin 2t t t t t t t        
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2  כמוכן 2 1 1
2 2cos4 1 2sin 2 sin 2 cos4t t t t      

  ולכן  4 4 2 31 1 1 1 1
2 2 2 2 4 4cos sin 1 sin 2 1 cos4 cos4t t t t t         

  ומקבלים    
2 2 2

4 4 3 3 3 31 1
4 4 4 4 2 2

0 0 0

cos sin cos 4 2 cos 4 0t t dt t dt t dt
  

              

  לכן   24 2 4 2 25 23 3
2 2, , 2 25 2

R

c R

h

F d x y z cR e R R R e R


         


  

  לבסוף:ו     

   
4 3

2

4 3 2 4 4 23 3
2 2

3 4

, , , ,

3 4 2 4 4 3 2 3

666 32 18

S h h

F N d F d x y z F d x y z

e e

e e

 



   

  

     

       

  

  
 

  

  סעיף ג  פתרון

  סמן     3 20 ;5 3,4K B  R  

  וכן:     3 2
1 0 ;5 3,4S S  R  

             
          

3 22
2

3 22
3

0 ;5 4 0 ;3 4

0 ;5 3 0 ;4 3

S B B

S B B

    

    

R

R

  

             
          

3 22
1

3 22
2

0 ;5 4 0 ;3 4

0 ;5 3 0 ;4 3

S S S

S S S

    

    

R

R





  

הן יריעות חלקות חד־ 2Sו־  1S. הקבוצות  3Rהיא סגורה, חסומה ובעלת פח ב־ Kהקבוצה  

  מפתרון סעיף ב). 3ו־  4תמוות הלולאות למשל כי הן ממדיות (

הקבוצה   2
1 3,4U  R .היא קבוצה פתוחה  

הפוקציה    2 2 2
1 : , , 25f x y z x y z   1גזירה ברציפות ב־U.  

מתקיים      3
1 , , 2 , , 0f x y z x y z    עבור כל  1, ,x y z S:וכן מתקיים ,

  
    
    

1 1 1

1 1 1 1

, , , , 0

, , , , 0

x y z U f x y z K U

x y z U f x y z S U

   

   
  

בעלת שטח מוכלל מתקבלת מכך שהיא תמות  1Sהעובדה ש־      2 20 ;4 \ 0 ;3B B   תחת

  מפתרון סעיף ב, כלומר תמות קבוצה בעלת שטח תחת מיפוי זה.  hהמיפוי

מקבלים ש־  4.ו. 10משאלה        
1

1 1
1 1 5, ,

: , , , , , ,
f x y z

N x y z f x y z x y z


   ורמל יחידה היא

  3.ו.10לפי דוגמה  .Kשפוה החוצה מ־ 1Sרציף למשטח     1N x N x  1לכלx S.  
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הקבוצה       3 2
2 0 ;5 3,U B   R .היא קבוצה פתוחה  

הפוקציה   2 : , , 4f x y z z  2גזירה ברציפות ב־U.  

מתקיים      3
2 , , 0,0,1 0f x y z    עבור כל  2, ,x y z S:וכן מתקיים ,

  
    
    

2 2 2

2 2 2 2

, , , , 0

, , , , 0

x y z U f x y z K U

x y z U f x y z S U

   

   
  

בעלת שטח מוכלל מתקבלת מכך שהיא תמות  2Sהעובדה ש־   20 ;3B   תחת המיפוי

 2 : ,4h   .ת קבוצה בעלת שטח תחת מיפוי זהכלומר תמו ,  

מקבלים ש־  4.ו. 10משאלה        
2

1
2 2, ,

: , , , , 0,0,1
f x y z

N x y z f x y z


   ורמל יחידה היא

  .Kשפוה החוצה מ־ 2Sרציף למשטח  

הקבוצה       3 2
3 0 ;5 ,4U B   R .היא קבוצה פתוחה  

הפוקציה   3 : , , 3f x y z z 3גזירה ברציפות ב־U.  

מתקיים      3
3 , , 0,0, 1 0f x y z     עבור כל  3, ,x y z S:וכן מתקיים ,

  
    
    

3 3 3

3 3 3 3

, , , , 0

, , , , 0

x y z U f x y z K U

x y z U f x y z S U

   

   
  

בעלת שטח מוכלל מתקבלת מכך שהיא תמות  3Sהעובדה ש־   20 ;4B   תחת המיפוי

 2 : ,3h   .ת קבוצה בעלת שטח תחת מיפוי זהכלומר תמו ,  

מקבלים ש־  4.ו. 10משאלה        
3

1
3 3, ,

: , , , , 0,0, 1
f x y z

N x y z f x y z


    ורמל יחידה היא

  .Kשפוה החוצה מ־ 3Sרציף למשטח  

1וכל לבדוק ש־ 27.א.2בעזרת שאלה   2 3 1 2K S S S S S      .  

  ובע שמתקיים: 20.ו.10אז ממשפט    
3

2
1 i

i
iK S

F F N d


        

קבל ש־   20.ה.10מחלק ב של שאלה   0F    :ולכן גם    0
K

F     

1הקבוצה   2S S    היא שולי הקבוצהS ב־  30 ;5S  1ומתקיים 1 2S S S S    1ו־N N 

  ומכאן אפשר להסיק ש:  1Sביריעה     
1

2 1 2
S S

F N d F N d        

  אז:      
2 3

2 2 2 3 2
S S S

F N d F N d F N d              
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  כעת       
2 2 2

2 2 2 23
0,0,1

S S S

F N d F d F d               

  וכן       
3 3 3

2 2 2 23
0,0, 1

S S S

F N d F d F d                 

  ולכן      
2 3

2 2 23 3
S S S

F N d F d F d                   

  פתרון סעיף א:זכר שלפי     2 2
3

, , 3 2 3zF x y z x z e y z        

הוא הגרף של צמצום הפוקציה הקבועה   2Sהמשטח  , 4x y   לעיגול  20 ;3B טהגרדיא . 

): 17.ג.10(או טעה  6ג..10, ולפי שאלה  0של הפוקציה הקבועה הוא  

  

     
  

 
  

 
  

   

   

22

2

2

23 3
0 ;3

2 4 2

0 ;3

22 2 4
2

0 ;3

3
3 4 2 3 4

0,3 0,2 0

34 4 4 4 4 41 1
4 40

, ,4

12 2 12

12 2 vol 0 ;3

12 2 3 12 2 18

24 18 24 3 18 6 3 18

S B

B

B

F d F x y dxdy

x e y dxdy

x y dxdy e B

r drd e r dr e

r e e e





   

     



         

  

  

    

          

 





   

הוא הגרף של צמצום הפוקציה הקבועה   3Sהמשטח  , 3x y   לעיגול  20 ;4B טהגרדיא . 

): 17.ג.10(או טעה  6ג..10, ולפי שאלה  0של הפוקציה הקבועה הוא  

  

     
  

 
  

 
  

   

   

23

2

2

23 3
0 ;4

2 3 2

0 ;4

22 2 3
2

0 ;4

4
3 3 2 3 3

0,4 0,2 0

44 3 4 3 3 31 1
4 40

, ,3

9 2 9

9 2 vol 0 ;4

9 2 4 9 2 32

18 32 18 4 32 18 4 32

S B

B

B

F d F x y dxdy

x e y dxdy

x y dxdy e B

r drd e r dr e

r e e e





   

     



         

  

  

    

          

 





   

  אז:      

   
2 3

2 2 23 3

4 4 3 3

4 3

6 3 18 18 4 32

666 18 32

S S S

F N d F d F d

e e

e e

  

   

  

             

      

  

    
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 קודות)  25(  4שאלה 
0rיהי  סמן ,   1 0 ;kkS S r  ותהי: k kF R R :קציה המוגדרת על ידיהפו

     3 3
1 1: , , , ,k kF x x x x    

1k חשבו את האיטגרל
S

F N d    כאשרN ורמל יחידה למשטח־על   רציף הואS   ה החוצההפו

  מהקבוצה  0 ;kkK B r.  

  פתרון 

22  מתקיים 2
1: 3 3 3kF x x x x      

  ): 12.ו. 10וממשפט הדיברגץ (משפט 
  

2
1

0 ;

3
kk

k
S K B r

F N d F x         

:2עם הפוקציה  23.ג.10כעת שתמש בוסחה משאלה  t t  קבלו

  
     

2 2 2 22 2 1 1

0 02 2 2

2 2 2
2

k k kr r k
k k

k k k
K

rx t t dt t dt k
   

    
      

  ולסיכום:
 

2 2
1

2

6
2

k

k
k k

S

F N d rk
 

   
   

  עשה כך: 23.ג.10השימוש דלעיל בוסחה משאלה ליתר דיוק, 

1  כלשהי של מספרים חיוביים ששואפת לאפס, למשל:יורדת בחר סדרה 
n n   

  סמן:      0 ; \ 0 ;k k
n nK B r B   

אז   1n nK 


־ממדי שעולה לקבוצה  kסדרה של קבוצות סגורות וחסומות ובעלות פח    \ 0 kK ,

2  : 32.ה.9ולפי טעה  2

n

n
K K

x x   

1מצד שי, לכל  
rn    0מתקיים n r   2(עם   23.ג.10ולפי שאלה: t t :(

             
2 2 22 1 1 1

0 02 2 2

2 2 2
k k k

n n n

r r r
k k k

nk k k
K K

x x t t dt t t dt t dt


      
   

        

  : בקצרה דרך וספת

:1 מתקיים 3.ו.10לפי דוגמה  rN x x  לכל .x Sמתקיים

           3 3 4 41 1
1 1 1, , , ,k k kr rF x N x x x x x x x         

  ולכן: 4 41
1 1 1k k kr

S S

F N d x x d         
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0c יהי   חשבטגרלואת האי   1 1
cc

c k k
S

I x x d      

1האיטגרל המבוקש בשאלה הוא 
4r I.  

  ה עם הפוקצי  23.ב.10חלק ה של שאלה מ   1 1: , , , , , , , , , , , ,i j k j i kx x x x x x x x         

1 קבל 1
cc

i k j k
S S

x d x d    :1  ולכן
c

c k k
S

I k x d    

בעזרת אותה שאלה עם  שוב    1 1: , , , ,k kx x x x    קבל

  
     1 1

1 1
0, ,0k k

c c
k k k k

S S

x d x d 
 

 
     

 
R R

  

  ולכן 
    1

1 1
0,

2 2
k

c c
c k k k k

G gS

I k x d k x d 


 
  

  
R

  

 עם  11: 0 ;kkg B r  R   22שמוגדרת על ידיx r x.  

  :באיטגרל מרובה 17.ג.10את האיטגרל הזה אפשר להמיר בעזרת שאלה 

מחשבים   22
1

r x
g x x


   ומקבלים   

 
21 rg x

g x
   :ולכן

  
  

 
  

1
2

1 11 1

2 22
1 1

0 ; 0 ;

2 1 2
c

k kk k

c
c k

B r B r

I k g g kr r x dx dx


  
        

ולקבל: 23.ג. 10זרת הוסחה משאלה עאת האיטגרל האחרון אפשר לחשב ב

  
   

1
12

22 2 2
1

02

22
k

cr
k

c k
I kr r t t dt







 
   

2באיטגרל האחרון מציבים   2t r z  22(ובהתאםt dt r dz ומקבלים (

         
1 1 3 1 3

2 2 2 2 2

1 1
2 2 2 2 2 2 2 1 3 2

0 0 0

2 1
c c k c kr

k c kr t t dt r r z r z r dz r z z dz
    

            

  ומכאן: 
   

     
   
 

 
 

1
2 1 3

2 2

1 1
2 2 1

2

1
1 3 2

1
02

1 1 11 1
2 2 211 1

2 21 1 1 1
2 2 2 2 2

2 1

2 2, 2

k
c k

k k
k

c k
c k

k c cc k c k
c kk c

k k k c c k

I kr r z z dz

kr krB kr



  


 

 


   


     
  

    

 


  
   

    

  

  ).ובפוקציית גמא 13.ח. 9דוגמה מתוך שימוש בפוקציית בטא  (כשבסוף יש שימוש
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 קודות)  0 –רשות (  5שאלה 
חשבו את הפח ה־  k l־ממדי ואת המרכז הגיאומטרי של הקבוצה:

    2

1 1
0, 1

k k lk l
i i

i i k
A x x x




  

       
  

   

  ובפוקציות בטא וגמא. , בתוצאות משפט פובּיי  Coareaתוכלו להיעזר בידע על סימפלקסים ועל כדורים, בוסחת 

  פתרון 

אם  1, , k la a a   שעבור  אז משיקולי סימטריה אפשר להסיק הוא המרכז הגיאומטריi k 

1iaמתקיים  a  ועבורu k   מתקייםi k la a   ?מהם אותם ״שיקולי סימטריה״ .  

המרכז הגיאומטרי של  6.ג. 9היא פוקציה אפיית הפיכה, אז לפי שאלה   ובכן, אם A  הוא

 a לכן אם . A A    אז a a  .  

1בפרט עבור  i k   קציהוהפו     1 2 1 1 1: , , , , , , , , ,k l i i i k lx x x x x x x x         

של קודה) בבירור מתקיים  iוה־  1(שמחליפה בין השיעורים ה־  A A   ולכן a a  השוויון  ו

1iaותן  בשוויון האחרון בשיעור הראשון של שי האגפים a.  

kבדומה עבור  i k l    קציהוהפו     1 1 1 1 1: , , , , , , , , ,k l i k l i k l ix x x x x x x x           

kוה־  i(שמחליפה בין השיעורים ה־  l קודה) בבירור מתקיים של A A   ולכן a a  

iוהשוויון בשיעור האחרון של שי האגפים בשוויון האחרון ותן  k la a .  

iאז עבור  k  1מתקייםia a   ועבורu k  מתקייםi k la a  וכדי למצוא את המרכז ,

kואת   1aדי לחשב את  Aהגיאומטרי של  la   וכמובן גם את ,volk l A.  

  :26.ו.9סמן כמו במסקה      2

1
, 0, 1

kk
y i

i
A x x y A x x y



         
  

  

  אז      0 ;1 0, lll
yA y A B      

yועבור  A  :מתקיים   21y kA y    

  (ובפרט כזאת שרציפה בהּ) מתקיים: Aשהיא איטגרבילית ב־ fלכל פוקציה  

(*)     1 1 1 1, ,
y

k l k l
A AA

f x y dx dx dy dy f x y dx dx dy dy
 
 
 
 

  


     
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volkלחישוב הפח   l A  שתמש קציה הקבועהבפו : , 1f x y   (*) וסחהקבל:בו

  

   
    

1 1 1 1 1

2 2
1 1

0 ;1 0,

vol 1 1 vol

1vol 1 1!

y

ll

k l k l k l k y l
A AA A

k

k k l l
A B

A dx dx dy dy dx dx dy dy A dy dy

y dy dy y dy dyk



 

 
   
 
 

    

   

 

 



    

 

  

כאשר במעבר האחרון עשה שימוש בוסחה    1
!vol k

k k k    32.ו.9משאלה .  

vol,  קיבלו אם כן !
k l

k l
I

A
k   

  כאשר: 
    

2
, 1

0 ;1 0,

1
ll

k

k l l

B

I y dy dy
 

    

k,את חישוב האיטגרל  lI  יגש קודם לחישובדחה להמשך, ו1a ו־k la .  

1voli  :מתקיים iלכל  33.ו.9לפי הגדרה  k l i k l
A

a A x dx dx     

1לחישוב   volk la A   קציהשתמש בפו  1: ,f x y x :קבלוסחה (*) וב

  1 1 1 1 1 1 1vol
y

k l k l k l
A AA

a A x dx dx dy dy x dx dx dy dy

 
  
 
 

  


     

כזכור  21y kA y   מחושב המרכז הגיאומטרי של  37.ו. 9. בפתרון שאלה k   ומקבלים

  מתקיים: iשם שלכל  
 

 
11

1 1!
k

k
i k kx dx dx



 




   

  אז    121
1 1! 1

y

k

i k k
A

x dx dx y



    

  ולכן    

   
    

 

121
1 1 1 1 11 !

12 1,1
11 !

0 ;1 0,

vol 1

1
1 !

y

ll

k

k l k l lk
AA A

k k l
lk

B

a A x dx dx dy dy y dy dy

I
y dy dy

k



 

 


 

 
   
 
 

  


  



 
  



  

  אז:  
 

1,

1,1
1

, ,

1 !vol
vol 1

!

k l

k lk l

k l k l k l

I
Ika A

a
A I k I

k








  


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kעבור לחישוב   la  קציהשתמש בפו . : , lf x y y :קבלוסחה (*) וב

  

 

1 1 1 1

2
1 1

vol

1vol 1!

y

k l k l l k l l k l
A AA

k

l k y l l l
A A

a A y dx dx dy dy y dx dx dy dy

y A dy dy y y dy dyk

 

 
  
 
 

  

  

 



 

   

 

  

1lלחישוב האיטגרל האחרון כאשר    השתמש שוב במסק9 .26.ו .  

1lלפי כן, במקרה    מתקיים          0 ;1 0, 1,1 0, 0,1lllA B         ולכן במקרה זה

  : מתקיים     2

1
2

1 1
2 2 1

1 2
10 02

11 1
2 1

k k k
l l

s yA ds ydy
ydy ds

y y dy dy y y dy s ds
k 




    
  


  

1lלכן עבור     מתקיים
 

1vol
2 1 !k l k la A
k  


. כמוכן במקרה זה

   
    

   

     
   

1
2

2
1
2

1
1 2
2

1 1
2 2 1

, 1 2
0 00 ;1 0,

1
21 1

2 2 3 3
2 2

1 1 1

1 !, 1
2 2

ll

k k k
k l l

s y
B

y s

dy s ds

I y dy dy y dy s s ds

k kB k
k k








 





     

  
   

   

    

1lולכן אם   אז :     

 

 
 

3
2

,
3
2

1 1
2 1 ! 2 1 !vol

vol 1 !
! 2

k l k l
k l

k l k l

kk ka A
a

A I k
k k

 
 




  
   


 

  

1lאם    פרק ,y z t  1עםlz R ו־tRסמן .      0 ;1 0, lllB A B     

סמן  26.ו.9 ובדומה לסימוים במסקה  ,zB t z t B  ו־ zB z B   אז לכל .z B 

    2 220, 1 0, 1zB t z t z         
  

  וכן:       1 110, 1 0 ;1 0,l llB z z B         

  אז   

 

 
2

2 2 2
1 1 1

2 2
1 1

1
2 2

1 1
0

1 1

1

1

z

k k

l l l
BA

k

l
B B

z k

l
B

y y dy dy t z t dz dz dt

t z t dt dz dz

t z t dt dz dz









   

 
   
 
 

 
    
 
 

 

 

 







 





  

2את האיטגרל הפימי חשב בעזרת ההצבה  21s z t   2. אזds t dt   ציב 1ולכן
2t dt ds  
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  וקבל:     
2 2

2

1 10 12 22 1 1
2 2

0 01

11 1
2 1

z zk k
k k

z

t z t dt s ds s ds z
k

  



      
    

ציב זאת באיטגרל הקודם ומשיך את החישוב:

         
12 2 1, 1

1 1 1
11 1

2 1 2 1
k k k l

l l l
BA

I
y y dy dy z dz dz

k k
  

   
  

 
 

     
2 1, 1

1
1vol 1! 2 1 !

k k l
k l k l l l

A

I
a A y y dy dyk k

 
    






   
 

1, 1

1, 1

, ,

2 1 !vol
vol 2 1

!

k l

k lk l k l
k l

k l k l k l

I
Ika A

a
A I k I

k

 

  





  


  

  כדי לסיים את החישוב ותר לחשב את האיטגרלים: 
    

2
, 1

0 ;1 0,

1
ll

k

k l l

B

I y dy dy
 

     

  משיקולי סימטריה אפשר לקבוע שמתקיים: 
  

2
, 1

0 ;1

2 1
ll

k
l
k l l

B

I y dy dy    

  מהם אותם ״שיקולי סימטריה״? 

עבור    1, , 1 l
l     סמן :     1 1 1: , , , ,l l ly y y y      

זכור שסימו קודם     0 ;1 0, llA B   קבל: 9.ג.9. לפי שאלה

   
 

 2 2
1 11 1

k k

l l
AA

y dy dy y dy dy


   


   

אם      אז ישi כך ש־i i    ולכן     0l
iA A y y      R   ולכן החיתוכים בין כל

שתיים מהקבוצות  A   ומות. איחוד כל הקבוצותהם קבוצות צ A   הוא הכדור  0 ;1lB 

ולכן: 2lומספר הקבוצות האלה הוא  

   
  

 
  

 2 2 2
1 1 1 ,

10 ;1

1 1 2 1 2
lll

k k k
l l

l l l k l
AAB

y dy dy y dy dy y dy dy I
  

       


    

:23.ג.10שבשאלה  Coareaכעת וכל להסיק בעזרת המסקה מוסחת 

   
      2 1

2 2 1
1

020 ;1

21 1
l

l

k k l
l l

B

y dy dy t t dt   
   

2zאת האיטגרל באגף ימין חשב בעזרת החלפת משתים ופוקציית בטא. ציב  t  ובהתאם

2dz t dt :קבלו           
 

2

1 1
1 22 1 1 1

2 2 2
0 0 2

1
1 1 , 1

2 1
l lk kl l

l

k
t t dt z z dz B k

k


  
     

     
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  אז 
        

   
   

2 2 21
2 22 1

, 1
02 2 2 20 ;1

12 2 !2 1 1
2 1 1

l l l

ll

lk kl l
k l l l l l l

B

k kI y dy dy t t dt
k k

  
  

      
          

  ולכן 
 

2

,
2

!
2 1

l

k l l l
kI
k




  
  

  עכשיו אפשר לסיים את החישוב של המבוקש בשאלה:

  ראשית: 
 

2,

2

vol ! 2 1

l

k l
k l l l

I
A

k k


  
  

  

  שית:
 

 
 

   

 
 

 
 

 
 

 
     

2

2

2 2

2 21,
1

, 2

2

2 2

2 2 2 2

1 !
2 2 2 11 !

1 2 2! 1 !1
2 1

1 1 1
2 1 1 1

l

l

l l

l ll l
k l

l l
k l

l l

l l

l l l l

k
k kI k

a
k I kk kk

k

k k

k k k k





 





     
   

    


  

     
  
         

  

1lולבסוף, עבור   :

  
 

 
 

   

 
 

 
 

 
 

 
     

1
2

1
2

2 2

1 1
2 2

1 1
2 21, 1

1 1
, 2

2

2 2

1 1 22 2 2

1 !
2 2 2 11 !

2 1 2 2! 2 1 !2 1
2 1

1 1 1
12 1 1

l

l

l l

l ll l
k l

k l l l
k l

l l

l l

ll l l

k
k kI k

a
k I kk kk

k

k k

kk k k





 

 



 
 

  

 



     
   

    


  

     
  

        

  


