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  15מטלת מחה (ממ"ן)  
 1א2025  סמסטר:  3חשבון איפייטסימלי  – 20224  הקורס:

 קודות   4  משקל המטלה:  9פרק   חומר הלימוד למטלה:

 18.5.2025מועד אחרון להגשה:    5מספר השאלות:  
  ) הסבר מפורט ב"והל הגשת מטלות מחה"( קיימות שתי חלופות להגשת מטלות למחה

 חיה (במעטפה בצרוף טופס מלווהחה במפגשי ההממ"ן). באמצעות הדואר או ישירות למ 
  ת  המטלות  מערכת  באמצעותהמקוו .  

 קודות)  20(  1שאלה 
  .Rל־  2Rפוקציה חלקית מ־ gתהי 

  שמוגדרת על־ידי: Rל־  3Rפוקציה חלקית מ־ fתהי    : . , ,f x y z g x y  

איטגרבילית ב־ fהוכיחו שאם    30 ;1B  אזg טגרבילית ב־אי  20 ;1B .  

  גם מבחן לבג לאיטגרביליות יכול להועיל.  הצעה: אחת ממסקות משפט פוביי יכולה להועיל.

 קודות)  20(  2שאלה 
המרכז הגיאומטרי של הקבוצה: ־ממדי ואת 5חַשבו את הפח ה־

      5 2 2 2, , , , 0, 1A x y z u v x y z u v         

3kעם    26.ו.9עֵצות: דרך אפשרית היא להשתמש במשפט    2ו־l קציות  גמא ובטאה.  . יתכן שפותסייע  

  הגיאומטרי של הקבוצה שווים זה לזה. שחלק משיעורי המרכז  6.ז. 9תוכלו להראות בעזרת שאלה 

 קודות)  20(  3שאלה 
מִצאו קבוצה סגורה וחסומה  20,A   ששִטחָהּ חיובי, ושפתה מוכלת באיחוד הקבוצות

          2 2 2 2, 1 , 3 , 1x y xy x y x y x y x xy y         

  וחַשבו את האיטגרל: 4 4 xy

A

x y e dxdy  

הדרכה: היעזרו בפוקציה     2: 0, 0,    R   המוגדרת על־ידי   2 2: , ,x y x y xy  .  

 קודות)  20(  4שאלה 
2kיהי    טבעי. תהי: kf R R  2025המוגדרת על ידיx x.  

סמן  nלכל מספר טבעי  110, 0,
k

n nA n


     סמן גםו ,
1
n

n
A A





 .  

האיטגרל המוכלל   kקִבעו עבור אילו ערכים של 
A
f  .סמתכ  
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 קודות)  20(  5שאלה 
שתמותה  באיור מתוארת מסילה פשוטה     20, 1,0 ;1S .  

  בראשית הצירים.   המסילה מוצא

  יהיו:  3

1
, y

yx
yyxP 


  

      yxx
yx

yyxQ 


 1ln
1

, 3  

Pdx  וחשבו את האיטגרל:  במשפט גרין ובהחלפת משתים באיטגרל כפול והעזר Qdy


   

   ►►►סוף המטלה 
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 הערות

  (עם תמורה מסויימת של סדר המשתים).  26.ו.9שתמש במסקה   :1לשאלה 

סמן   30 ;1A B  ולכל  2,x y R  :סמן      , , ,x yA z x y z A  R  

1kעם   24.ו. 9סימון זה דומה לסימון   2ו־l  קודה כאשר ממירים ,  3, ,x y z R 

ב־   1 2, ,z x y  R R.  

 ,  סמן:26.ו.9בדומה לסימון במסקה     ,, x yA x y A    

  מתקיים    2 2 2 2 2 2
, , , 1 1x yz A x y z A x y z z x y            

ולכן  ,x yA   2אם ורק אם 2 1x y כלומר ,    20 ;1A B  

ועבור  ,x y A  :מתקיים   
2 2 2 2

, 1 , 1x yA x y x y        
  

(אם     2, 0 ;1x y S  מקבלים   , 0x yA .(  

עבור כל   2,x y R  קציההפו   , : , ,x yh z f x y z   קציה קבועה שמוגדרתהיא פו

בקבוצה  ,x yA  ומקיימת     , ,x yh z g x y  לכל ,x yz A  הקבוצה . ,x yA   היא

קטע סגור או   0  פח חד־ממדי, ולכן או קבוצה ריקה, ובכל אופן בעלת ,x yh 

איטגרבילית ב־ ,x yA וכל עתה להסיק  . הקציה  26.ו. 9ממסקשהפו

     
 ,

, , ,
x yA

x y f x y z dz  

. מהי הפוקציה הזאת? ובכן: Aאיטגרבילית בקבוצה 

   
 

   
2 2

2 2,

1
2 2

1

, , , 2 , 1
x y

x y

A x y

f x y z dz g x y dz g x y x y
 

  

      

  כלומר קיבלו שהפוקציה     2 2: , 2 , 1u x y g x y x y   

איטגרבילית בקבוצה   20 ;1A B קציהרצה להסיק מכך שהפו עכשיו .g 

לאיטגרביליות, או ליתר איטגרבילית באותה קבוצה. לשם כך שתמש במבחן לבג 

ממסקה זאת ובע שהקבוצה   .28.ה. 9דיוק באחת ממסקותיו: חלק ב של מסקה 

    20 ;1 \ contB u  ומה, ולכן גםצ    20 ;1 \ contB u  .ומהשמוכלת בה היא צ  

לכל      2, 0 ;1x y B ם:מתקיי     
2 2

,
,

2 1

u x y
g x y

x y


 
  

המכה הוא פוקציה רציפה וחיובית ב־   20 ;1B קודה לכן בכל .    2, 0 ;1x y B 
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  רציפה, כלומר:  gרציפה גם  uשבה       20 ;1 cont contB u g   

  לכן:             2 2 20 ;1 \ cont 0 ;1 0 ;1 \ contB g S B u   

הספֵירה   12.ד.9לפי שאלה   20 ;1S    ומה, ולכןהיא קבוצה צ    20 ;1 \ contB g 

 28.ה.9היא קבוצה צומה כאיחוד של שתי קבוצות צומות, ולפי חלק ב של מסקה 

היא פוקציה איטגרבילית בקבוצה   gהפוקציה    20 ;1B.  

3kעם   26.ו. 9בסימוי מסקה   :2לשאלה   2ו־l  כאשר ,x מוחלף ב־ , ,x y z  ו־y מוחלף ב־

 ,u vעבור  , מקבלים   2, 0,u v   :

        
    

3 2 2 2
,

3 2 2 2

, , 0, 1

, , 0, 1

u vA x y z x y z u v

x y z x y z u v

       

       

  

אם         2
2, , 0, 1 1u v u v u v        אז

       3 3
, 0, 0; 1u vA B u v      

1(כאשר  0u v   ה ל״כדור סגורברדיוסו  0 הכוודהיי , 
  3

, 0u vA .(  

אחרת  ,u vA :לכן .        2
2 1 , 0, 1A u v u v        

מתקיים: Aשאיטגרבילית ב־ f, לכל פוקציה 26.ו.9לפי מסקה 

   
 ,

, , , ,
u vA AA

f f x y z u v dxdydz dudv
 
    
 

  


  

את הפח חשב בעזרת הפוקציה הקבועה  : , , , , 1f x y z u v  :אז .

  

 
 

 

   

   

,

3 3
2 2

5 5
2 2

5 3 ,

331 1 4
38 8 3

1 1
1 1
6 6

0 0

1 1
1 2 1
6 5 3 5

00

vol 1 vol

vol 0; 1 1

1 1

1 1

u v

u v
AA A

A A

u

A

u

v

A dxdydz dudv A dudv

B u v dudv u v dudv

u v dudv u v dv du

u v du u



 

 








 
    
 

      

 
       

 

            

  

 

  



 

 



     
 

   
 

1

0

7 7
2 271 1 1 2

3 5 2 3 5 3 5 3 5 77 7 7
2 2 2

1 1
1,

1

du

B       

   
   

  

  

  ). 1.ד.4ומדוגמה  9.5.13(בחישוב עשה שימוש בוסחות מדוגמה 
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הפוקציה האפיית    : , , , , , , , ,x y z u v y z x v u    היא הפיכה ובבירור מקיימת

 A A  אם  6.ז.9. לפי שאלה , , , ,      המרכז הגיאומטרי שלA  אז המרכז

הגיאומטרי של  A הוא     , , , , , , , ,            

  מתקיים:ולכן    , , , , , , , ,           

מזה ובע      ו־ לכן המרכז הגיאומטרי של . A :קודה מהצורה הוא

   , , , ,      

  .ואת  ועליו לחשב את  

חשב בעזרת הפוקציה   את   : , , , ,f x y z u v z:

  
 ,

5vol
u vA AA

A f z dxdydz dudv
 
      
 

  


  

(החלפת משתים לשיעורים  42.ז.9חשב את האיטגרל הפימי בעזרת טעה 

כדוריים):

  

     

 

3 3,

2 2

2 2

2
4

0, 0; 1

2

0, 1 0, 0,

1
3

0 0 0

1 4 24 21 1 1 1 1
4 2 2 4 2 2 20 0

cos sin

sin cos

sin 1 1

u vA B u v

u v

u v

u v

z dxdydz z dxdydz

r r drd d

r dr d d

r u v u v

 

 


 

   

   

 

   

            

 

 





  

                

 



  

  אז   

   

4 4

4 4 4 6

1 1
2 21 1

5 2 2
0 0

1 113 31 1 1 1 1 1
3 42 2 3 2 3 2 300 0

vol 1 1

1 1

u

A

u

v

A u v dudv u v dv du

u v du u du

  

   





  

 
        

 

             

  

 


  

  ולכן:
6 6
1 1

2 3 2 3
2 7

5 3 5 7

5 7 35
vol 1282A

 



 

 


     

בעזרת הפוקציה    חשב את : , , , ,f x y z u v u:
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 
  

 

   

 

,

3 3
2 2

3
2

5 3 ,

331 1 4
38 8 3

1 1
1 1
6 6

0 0

1 1
1
6

0 0

vol vol

vol 0; 1 1

1 1

1

u v

u v
A AA A

A A

u

A

u

A f u dxdydz dudv u A dudv

u B u v dudv u u v dudv

u u v dudv u u v dv du

u u v dv du





 







 
       
 

        

 
         

 

 
      

 

   

 

  

 

 

 



 

       
 

 
 

 
 

5
2

5
2

2

1 1
1 2
6 5

00

71
271 1 1

3 5 3 5 2 3 5 7
0 2

7 7
2 21 1 2

3 5 3 5 3 5 7 97 9 7 9 7
2 2 2 2 2

1

2
1 2,

2

1

u

v
u u v dv

u u dv B



  

  





  

    

          

 
    

 

 
  

  





  

  אז: 
2 22 2

3 5 7 9 3 5 7 9
2

5 3 5 7

2
vol 9A

 



     

 

    

  הוא: A לכן המרכז הגיאומטרי של   35 35 35 2 2
128 128 128 9 9, , , , , , , ,       

35(בכתיב עשרוי מקבלים: 
128 0.2734375   2ו־

9 0.2222   .(  

. יש רק קבוצה אחת המקיימת את התוים אבל לא דרשתי להוכיח 5\16\ב2011על־פי   :3לשאלה 

  שזאת חייבת להיות הקבוצה כי זה ראה בעייתי ולא רצוי במסגרת הממ״ן.

גדיר פוקציה    2: 0, 0,    R :על־ידי     2 2: , ,x y x y xy   

קודה    2, 0,x y    תון בשאלה אם ורק אםמצאת באיחוד שלוש הקבוצות ה

            , , 1 , 3 , 1x y u v v u v u x y u v         

כלומר אם ורק אם   ,x y  מצאת על

אחד משלושה ישרים. כל שיים מהישרים  

האלה חתכים וקודות החיתוך הן  3,1 ,

 3,2 ו־ 2,1  שלושת הישרים יוצרים .

המשולש הזה הוא משולש שאלה קודקודיו. 

  הקבוצה:   , 3, 1, 1B u v u v u v      

  מורכבת מאיחוד של שלושה קטעים שמוכלים בישרים דלעיל B  השפה של הקבוצה

  מוכלת באיחוד שלושת הישרים האלה).  Bובע בבירור ש־ 25.ד.2(ממסקה 

היא:שקבוצה שמתאימה למבוקש בשאלה  אפוא ראה      , ,A x y x y B   

  וכיח זאת, וחשב את האיטגרל המבוקש בשאלה. 
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היא דיפאומורפיזם מ־  ראשית וכיח שהפוקציה   20, ל־ 0, R.  

סמן  20,U   .  אם ,x y U  אז  2
, 0x y xy     כןלו     , 0,x y   R,  

ומכאן ש־   0,U   R .  

ראה שלכל     , 0,u v   R  יש   2, 0,x y    כך ש־יחיד   , ,x y u v  .  

חד חד ערכית וש־זה יראה שהפוקציה    0,U   R .  

ובכן המשוואה   , ,x y u v   :2  פירושה 2x y u
xy v

 



  

אם זה מתקיים אז 
vy x  ולכן

2
2

2
vx u
x

   :4  ומכאן 2 2 0x ux v    

  מוסחת השורשים של משוואה ריבועית קבל שמתקיים:
2 2

2 4
2

u u vx  
  

  או:
2 2

2 4
2

u u vx  
  

2השוויון השי לא ייתכן, כי  2 24u v u u    :ומכאן  
2 2

2 4 02
u u vx  

   

לכן כון השוויון הראשון, ולכן 
2 24
2

u u vx  
 ו־

2 24
2

vy
u u v


 

.  

זה כבר מראה של־    , 0,u v   R  יש לכל היותר ,x y U  יחיד כך שמתקיים

   , ,x y u v קציהולכן הפו ,   .היא חד־חד־ערכית  

כדי לראות ש־   0,U   R  עבור   , 0,u v   R   וגדיר (על־פי מה שקיבל

לעיל) 
2 24
2

u u vx  
  ו־

2 24
2

vy
u u v


 

שהם חיוביים,   yו־ xברור ש־. 

ולכן  ,x y U ברור ש־ ,xy v וכן:

  

 
 

 
 

 
 
 

2 2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 22 2 2

2 2 2 2

4 4 2
2 24 4

2

4 4 2 4 4 4

2 4 2 4

2 42 2 4

2 4 2 4

u u v v u u v vx y
u u v u u v

u u v v u u u v u v v

u u v u u v

u u u vu u u v u
u u v u u v

   
    

   

       
 

   

  
  

     
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ולכן    , ,x y u v  .  

אז לכל     , 0,u v   R  יש מקור ,x y U  ולכן   0,U   R.  

פוליומית ולכן היא כמובן רציפה והיא גם גזירה ברציפות ומתקיים: זאת פוקציה  

   ,
2 2

x y
x y

J
y x


 

  
 

  

אם  ,x y U  אז   
2 2

,det 2 2 0x yJ x y     

ולכן מטריצת היעקוביאן   ,x yJ הפיכה .  

היא דיפאומורפיזם, מ־ 17.ז.9  טעהלכן לפי  20,U   ל־   0,U   R .  

ל־ Uלכן היא גם הומאומורפיזם מ־ U .  

  הקבוצה   , 3, 1, 1B u v u v u v      

B  מתקיים 25.ד.2, ולפי חלק ב של מסקה 25.ד.2סגורה לפי חלק א של מסקה  C  

  עם:        , 1 , 3 , 1C u v v u v u x y u v        

היא חסומה: אם  Bהקבוצה   ,u v B  2  אז 1 1 1 3v u       

1  וכן 1 3 1 2v u       

ולכן    2,3 1,2B    וכיוון שהיא מוכלת בקבוצה חסומה (תיבה סגורה) היא עצמה ,

היא איחוד של שלושה ישרים ולכן היא צומה. לפי מסקה  Cהקבוצה  חסומה. 

הקבוצה היא בעלת פח.  B, הקבוצה  13.ה. 9 1A B   הסגורה וחסומה לפי טע

  . 21.ז.9והיא בעלת פח לפי  29.ד.2

מתקיים   27.ד.2לפי שאלה     A A B C       :ולכן

            1 2 2 2 2, 1 , 3 , 1A C x y xy x y x y x y x xy y            

Aותר להראות ששטחה של הקבוצה 
(המתוארת על־ידי השטח הכהה באיור) 

  חיובי, ולחשב את האיטגרל המבוקש.

מתקיים  1B A  23.ז.9לפי משפט 

  A  שרציפה בקבוצה fלכל פוקציה  

  מתקיים:  1 1det
A B

f f J      

ציב בוסחה את הפוקציה    4 4: , xyf x y x y e :

     4 4 1 1detxy

A A B

x y e dxdy f f J         

שים לב שאם    , ,x y u v   :אז
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           
    

1 1 4 4

2 2 2 2 1
,2

, , ,

det

xy

xy v
x y

f u v f u v f x y x y e

x y x y e ue J

 



    

   

  

  לכן:        
1 1 11

, , ,2, det det detv
u v x y u vf u v J ue J J       

  מכפליות הדטרמיטה:        1 1
, , , ,det det detx y u v x y u vJ J J J      

(כלל השרשרת מוסח ככפל מטריצות): 2.ז.3לפי מסקה 

            1
1 1 1

, , ,, ,x y u v u vu v u v
J J J J J


     

      

1וכיון ש־    קציית הזהות, מטריצת היעקוביאן שלהּ היא מטריצתהיא פו

  היחידה, ולכן     
1 1 1

, 2, det v
u vf u v J ue     

  או בצורת כתיבה אחרת:   1 1 1
2det : , vf J u v ue     

  קיבלו שמתקיים:   4 4 1 1 1
2detxy v

A A B B

x y e dxdy f f J ue dudv          

  בצורה:   Bציג את  , 2 3,1 1B u v u v u       

: 20.ו. 9חשב את האיטגרל האחרון בעזרת מסקה 

   
    

 

      

3 1 3 1 3 1

1
2 1 2 1 2

3 3
1 1 1

2 2
3 3 3 31 1 21

22 2
2 2

1 3 2 3 2 2 4 31 1 1
2 2 2

1

3 1 2 1 2

u u uv v v v
v

B

u u

u u

ue dudv ue dv du u e dv du u e du

u e e du ue eu du

e ue du e u du e u e e u

e e e e e e e e e e

 




 

 



   
           

   

   

          

         

     

 

 

  

לכן:

     4 4 2 4 3 2 4 31 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 4 42xy v

A B

x y e dxdy ue dudv e e e e e e e e            

איה  Aהקבוצה   8.ד. 9אפשר לבדוק שהמספר שקיבלו איו אפס, ולכן לפי שאלה 

אפשר גם יותר בקלות לראות שאם  בעלת שטח אפס. לכן שִטחהּ חיובי. ,u v B   אז

2u  1ו־v   11ולכן 1
2 2 2vue e e    :ולכן

   4 4 1
22 2vol 0xy v e

A B

x y e dxdy ue dudv e B       

f:. באופן כללי עבור 5\ 85\ב2024  :4לשאלה  x x    ס אם ורק אםטגרל הזה מתכהאי

3k   י השאלה אם ורק אםתו2028, ובk   ו2029דהייk .  
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אי־שלילית והסדרה  fהפוקציה  
1 1

N

n
n
A

N

f






 
 
 
 
 היא סדרת קירוב ל־

A
f.  

שים לב ש־  
1 11

1
\ 0, 1,
n k

n n m n
m

B A A n n
 



      ו־ ,
1 1 1

N N

n n n
n n

N

A B B
n

f f f
  

    
.  

nxאם  B  אז בבירור  1kx x n    וכן ix n ו־ ix n  1עבור, ,i k   ולכן

  גם:     1 kx x x kn     

  לכן:     11 1n n n f x k n
         

   קבל    1 21vol
n n

k k
k n nB B

f k n k n B k n n k n               

  ולכן:
1

2

1 1

N

n n
n

N N
k

A B
n n

f f k n 



 

 
   

  

2לכן אם הטור 

1

k

n
n


 


    ס אז סדרת הקירובמתכ

1 1

N

n
n
A

N

f






 
 
 
 
  .חסומה  

2nכמוכן עבור   מתקיים

             1 21 1 1 1 1
21 1 vol 1

n n

k k
k nn n n nB B

f n n B n n n
                 

  ולכן:   
1

1

2 21 1
2 2

1 2 2

N

n n
n

N N N
k k

A B B
n n n

f f f n n
  



   

  
       

  

אם סדרת הקירוב  
1 1

N

n
n
A

N

f






 
 
 
 
  2חסומה אז גם  הסדרה

2 2

N
k

n N

n


 

 

 
 
 
  חסומה

2ולכן הטור  

1

k

n
n


 


   ס אם ורק אםס. הטור הזה מתכ2מתכ 1k      ודהיי

3אם ורק אם   2028k     2029, כלומר אם ורק אםk  .  

  עם התאמות יסוח קלות מאוד. 3\ 16\ב2013  :5לשאלה 

המסילה    2
1 : 0,   R   ה על ידיתוה 1 cos ,sint t t  היא מסילה פשוטה

    שקולה למסילה 1  המסילה 13.א.8. לפי טעה שתמותה שווה לתמות המסילה  

היא  . מאחר שקודת המוצא של או למסילה    10,0   קודת היעד כלומר ,

 .גדיר מסילה וספת    שקולה למסילה 1  , המסילה1של   2
2 : 0,2  R  על ידי

 ,0t t:וקבוצה ,       0, 1,0 ;1K B   R  

ורה כחיתוך של שתי קבוצות סגורות, והיא חסומה כי היא גהיא קבוצה ס Kהקבוצה  
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אפשר לראות ש־ 27.א.2מוכלת בכדור. לפי שאלה       0 1,0 ;1K S   R  וכיוון

Kשגם  K  :מתקיים

        
            1 2

0 1,0 ;1

0,2 0 0, 1,0 ;1 Im Im

K K S

S  

    

       

R

R

  

1מצד שי, לא קשה לבדוק שכל קודה בקבוצה   2Im Im    קודת שפה של היאK.  

כדי  2ולשמאל המסילה  1שוכת לשמ�אל המסילה    Kותר עוד לבדוק שהקבוצה  

מקיימות יחד את החות משפט גרין (מיוח   K  והקבוצה 2ו־ 1לראות ש המסילות 

אפשר לקבל את החסר על־ידי הפעלת ההזזה   ).14.ט.9   , 1,x y x y   יתו על

): 17.ט.9. לכן לפי משפט גרין (משפט 10.ט. 9שאלה 
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: 15.ו. 8ולפי טעה  שקולה ל־  1ראיו ש־

  
1 2

Q P
x y

K

Pdx Qdy Pdx Qdy Pdx Qdy
  

 
             

קבל: 24.ו.8ממשפט 
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ותר לחשב את האיטגרל הכפול: 
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  אז:  2 23Q P
x y

K K

x y dxdy 
      

את האיטגרל האחרון חשב בעזרת החלפת משתים לשיעורים קוטביים במישור,  

. לשם כך דרושה לו קבוצה  36.ז.9דהייו לפי מסקה    0, 0,2A     שהיא)

  סגורה חסומה ובעלת שטח) כך שמתקיים:    cos , sin ,K r r r A     

  מתקיים:             
       2 2 2 2

0, 1,0 ;1 , 0, , 1,0 1

, 0, 1 1 , 0, 2
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אז  cos , sinr r K    אם ורק אםsin 0r    וגם   2 2cos sin cosr r r   .  

sinהמגבלה הראשוה   0r   תתקבל מ־ 0, .  

מאחר ש־     2 2 2 2 2 2cos sin cos sinr r r r       יהשקולה ל־  המגבלה הש

2 cosr r  0, ולמעטr   זה שקול ל־cosr .  

  לכן גדיר      , 0, 0, cosA r r        

  וקבל:    cos , sin ,K r r r A     

  אז:  2 2 2
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2cos2שתמש בוסחה  2cos 1  אז .   2 1
2cos 1 cos2    

  אז     
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4  ולכן  3 1 1
8 2 8

0 0 0 0

3 31 1 1 1
8 2 2 8 4 80 0
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