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  14מטלת מחה (ממ"ן)  
 1א2025  סמסטר:  3חשבון איפייטסימלי  – 20224  הקורס:

 קודות   4  משקל המטלה:  8פרק   חומר הלימוד למטלה:

 6.4.2025מועד אחרון להגשה:    5מספר השאלות:  
  ) הסבר מפורט ב"והל הגשת מטלות מחה"( קיימות שתי חלופות להגשת מטלות למחה

 חיה (במעטפה בצרוף טופס מלווהחה במפגשי ההממ"ן). באמצעות הדואר או ישירות למ 
  ת  המטלות  מערכת  באמצעותהמקוו .  

 קודות)  20(  1שאלה 
:תהי  kf R R  קציה רציפה ב־פוkR וגזירה ברציפות ב־  \ 0 kkR יח ש־ .  0 0kf   וכן

  0f x   לכל  \ 0 kkxRיח גם ש־ .  0x f x    לכל  \ 0 kkxR.  

הוכיחו שהקבוצה    .א  1kU x f x  R  .היא קבוצה כוכבית  

הערה: יתן להוכיח זאת גם בהחה החלשה יותר ש־  0x f x   קודות בהןב  1f x .  

2kאם   .ב    והקבוצהU  שהקבוצה  הראו חסומה  2 1S x f x  R  תלולאה היא תמו

  . 1הוא  סביב ראשית הצירים פשוטה וסדירה שמספר הליפוף שלה

בצורה   Sהדרכה: אפשר לרשום את קודות  cos , sinx r t r t  ולהיעזר במשפט ההגדרה הסתומה עם ,

המשוואה   cos , sin 1f r t r t  .  

  

 קודות)  20(  2שאלה 
תהי  : , k    R :מסילה שאורכה סופי ומתקיים       L        

  . איה קבועה בשום קטע שהיא מוגדרת בו ש־ תון גם

  היא מסילה פשוטה ששקולה למסילה אפיית. הראו ש־

  . 13.ב.8לקטע סגור. ראו שאלה  kRל־ Rהערה: מסילה אפיית היא צמצום של פוקציה אפיית מ־

 קודות)  20(  3שאלה 

הגרף של הפוקציה  : ,f   R  המוגדרת על ידי  2
x xe ef x


  ת מסילההוא תמו

  פשוטה וסדירה במישור. מצאו את המרכז הגיאומטרי של מסילה זאת.

2coshקראת קוסיוס היפרבולי, והוג לסמן   הערה: הפוקציה הזאת x xe ex .  

2sinhגזרתָהּ קראת פוקציית הסיוס ההיפרבולי ומסומת   x xe ex .  

2  ןכל אחת משתי הפוקציות האלה היא הגזרת של האחרת, ויש בייהן קשרים רבים, כגו 2cosh sinh 1x x  .  
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 קודות)  20(  4שאלה 

הראו שהפוקציה    2 2: \ 0,0F R R :המוגדרת על ידי   
2

4 2 4 2
2, ,xy xx y

x y x y
 
 

  
  

היא שׂדה משמר במישור הקוב   2 \ 0,0R.  

 קודות)  20(  5שאלה 
מִצאו עבור אילו ערכים של   2,a b R 0ו־r   הקבוצה       , ; \ 0,0 ;45U B a b r B  

  הפוקציה היא קבוצה לא ריקה שבה 

   

2 2

2 2

:

, sin cos , sin cos
x

F

ex y x y y y y y x y
x y



 


R R



  

  היא שדה משמר.

   ►►►סוף המטלה 
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 הערות

בסעיף א עבור   :1לשאלה   \ 0 ku U  קציהאפשר לקחת את הפו   : 0, 0,g      שמוגדרת

על ידי   t f tu  0וכהרכבת רציפות היא רציפה, ועבורt   מתקיים

       1 0tg t f tu u tu f tu        

לכן לכל   1פוקציה עולה.  gאז  0,1  :מתקיים

              1 0 1 1kf u f u g g f u           

מכילה את כל הקודה בקטע שבין  Uולכן  0 k ו־uומכאן ש־ ,U .כוכבית  

בסעיף ב, אם יקח  cos ,sinu t t  גדיר בדומה לקודםו   g r f ru  קבל ש־g  

כך ש־ rעולה, ויש    1g r  תאחרת תמו ,g שהיא קבוצה קשורה־מסילתית שמכיל ,

היא קטע שמוכל ב־ 1ואיה מכילה את  0את   0,1  ולכן , 0ru r U  וזה לא ,

  חד־חד־ערכית.  gהזה הוא יחיד כי  rחסומה. ה־  Uיתכן כי 

0rיש  tRאז לכל    יחיד כך שמתקיים     , cos , sin 0F t r f r t r t   

ובמילים אחרות, המשוואה   , 0F t r    מגדירה באופן סתום בקבוצה 0, R   את

r  קציה שלכפוt וסף, עבורב . cos , sinx r t r t תון ומכלל השרשרתקבל מה

         1, cos , sin cos ,sin 0F t r f r t r t t t x f xr r


     


  

) קבל 8.ב.7וממשפט ההגדרה הסתומה (למשל בגרסה הפשוטה מחלק א של מסקה 

שהפוקציה   r t  גזירה ברציפות בכלt .ממשי  

עכשיו גדיר מסילה   : 0,2 S   :על ידי    : cos ,sint r t t t   

. ברור שהיא S היא גזירה ברציפות וממה שהוכחו תמותהּ היא בדיוק הקבוצה

). כדי להראות שהיא 2לולאה (כי הפוקציות שהיא מוגדרת באמצעותן מחזוריות־

לולאה סדירה צריך רק להראות ש־  0t .  

סמן    cos ,sinu t t t   ואז     t r t u t   וכן   sin ,cosu t t t     ומתקיים גם

    0u t u t  ו־    1u t u t .  

  למשל קבל 15.ז.3בעזרת שאלה           t r t u t r t u t     

ולכן:

 
  : 1בהחה החלשה יותר מתקבל תרגיל מעיין באיפי   1

tולכל   Iרציפה בקטע  gאם   I   בו g t c   מתקיים  0g t    אז 1 1g c .  

  : יסוח חלופי לאותה טעה
g:  הוא קטע,  Iאם   I  R קציה רציפהפו  ,cR ,  A t I g t c   לכל  וt A   קציההפוg רה ב־ יגזt  .

2Aאם    יש   אז,a bR ־ כך שa b ־ו    0g a g b   ֹל). (זאת הכללה של משפט רו 
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                       2 2 22 2 2 22 0t r t u t r t r t u t u t r t u t r t r t             

  לבסוף הפוקציה       
     

2: 0,2 0,1 \ 0,0

, 1 cos ,sin

H

t r t t t



  

 

 

R



  

מעידה ) 9.ח. 8והערה  2.ח. 8, דוגמה 13.ד.8היא הומוטופיה של לולאות ש(בעזרת טעה 

1Hו־ 0Hעל כך שללולאות    אותו מספר ליפוף סביב הראשית, וידוע שמספר

  .1הוא  0Hהליפוף של  

היא פוקציה רציפה ועולה במובן הרחב, והתאי בשאלה   30.ב. 8מטעה  הפוקציה    :2לשאלה 

  :מבטיח שהיא גם עולה במובן הצר

tאם  t     אז מאחר ש־   קציה קבועה באף קטע ישה פואי ,t t t  כך ש־

   t t   :ולכן              
      

, , ,

,

| | |

| 0

t t t t t t

t t

t t L L L

L t t

    

  

   



      

   

  

ומכאן    t t     . קציה הפיכה מ־ לכן היאפו ,  ל־ 0,L      וההופכית

רציפה  ושלה היא פוקציה עולה    1 : 0, ,L         ו רוציםחעכשיו א .

1להוכיח ש־ 
  יתששקולה ל־  לא קבועה  היא מסילה אפי ובפרט ,  מסילה

  (כי היא שקולה למסילה פשוטה).  פשוטה

לשם כך וכיח שלכל   ,t   מתקיים     
 
      
t

t
L
      



    

ולכן:

     
  

               
1

1
s ss

L L
 

            
 




 
        

1כלומר 
   ית לקטע הסגורקציה אפיהיא הצמצום של פו 0,L   .  

מאחר ש־  0   ו־   L     ברור שעבורt   ו־t  :מתקיים השוויון

     
 
      
t

t
L
      



    

אז די להוכיחו כאשר   ,t  :תחיל .  

סמן    u t    ו־   v t    :אז .

             u v t t                 

  מתקיים  12.ב.8לפי אבחה        ,| tL t u       

  וגם      ,| tL t v       
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  ולכן:           , ,| |t tu v L L L u v u v                  

  שי קצות שרשרת האי־שוויוות זהים ולכן כל האי־שוויוות בדרך הם שוויוות. 

בפרט   ,| tL u  ,     L u v        ו־u v u v    השוויון .

המשולש מתקיים שוויון״. זה אפשרי רק אם הוקטורים  האחרון פירושו ש״באי־שוויון

u ו־v  ראה שאם .ארית, ויותר מזה: הם באותו כיווןתלויים ליu v u v     אז

יש  0,1 כך ש־ u u v  כון אם 0. זה בבירורu  0. אםu    אז

0u v u v u    .  

  אז       

 

2

2

u v u v u v u u v v u v

u u v v u v u v u v u v

          

           

  

) עבור 13.ד.1שוורץ (משפט –כאשר האי־שוויון באמצע השרשרת ובע מאי־שוויון קושי

כל אחד משי המחוברים, ושוב, מאחר ששי קצות השרשרת הם אותו מספר בהכרח 

שוורץ –יש שוויון באי־שוויון קושי 14.ד. 1לפי שאלה שוויות האלה הם שוויוות. -האי

רק אם הוקטורים תלויים ליארית. בפרט, מהשוויון   u u v u u v     ומכך ש־

0u v    ובע שישR כך ש־ u u v   ומהשוויון v u v v u v      ובע

כך ש־ Rשיש  v u v .  

  כמוכן     2 0u v u v u v u u v u u v              

0ולכן    0ובדומה  :וכן        u v u v u v u v            

1ולכן     1ובפרט  .  

  קיבלו             ,| tt L u u v u v L                     

  ולבסוף:         
 
      
t

t u u v
L
           



         

. במקום זה מראים כמו לא מזכירה את הפוקציה אחרת להוכחה קצת גישה 

שעשה לעיל שלכל   ,t    יש 0,1 :עבורו          t           

עולה־ממש מראים ש־ בדומה להוכחה ש־       0L        ולכן  קבע

t :  ביחידות על ידי  
   
   
t

t
  


   





  

מראים ש־   : , 0,1      קציהקציה עולה־ממש ורציפה, ולכן גם הפוהיא פו

ההופכית     1 : 0,1 ,      1עולה־ממש ורציפה, והמסילה   היא מסילה

  .אפיית פשוטה ששקולה ל־ 
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  . 3\ 13\ב2022  :3לשאלה 

המסילה היא      ,t t f t   גזרתהו    1,t f t   ה אפס, ולכןרציפה ואי

המסילה סדירה. אורך המסילה       21L t dt f t dt
 

 

      .ויש לחשבו  

  המרכז הגיאומטרי הוא:              

       

1
1 1

2 21

,

1 , 1

L

L

t t dt t t dt

t f t dt f t f t dt

 


 

 


 

   
 
  
 

 
     

 

 

 

   

  לחישוב:  
 

 

2
2 22 2

2
2 2

2

4 21 1 sinh 1 4 4

2 cosh cosh4 4

t t t t

t tt t

e e e ef t t

e ee e t t

 



   
     

 
   

  

  אז   21 cosh sinh sinh 2
e e e eL f t dt t dt

     

 

  
   

        

  

2 2 2 2 2
2 1 1

2 2

2 2 2 2 2
2 1 1

2 2

2 2

2 2cosh cosh 22 4 4

2 2sinh cosh 22 4 4

cosh sinh 1

cosh sinh2 2

sinh 2

t t t t t t t t

t t t t t t t t

t t t t
d d
dt dt

t t
d d
dt dt

e e e e e e e et t

e e e e e e e et t

t t

e e e et t

e et

   

   

 



     
     
 

     
      
 

 

  
   

 

 



cosh2

t te e t
 

  


  

   21 cosh sinh sinh sinh cosht f t dt t t dt t t t dt t t t         

   21 cosh sinh cosh sinh cosht f t dt t t dt
 

 

             

  

     2 2 1 1 1 1
2 4 2 41 cosh sinh 2 sinh 2f t f t dt t dt

 

 

           

  והמרכז הגיאומטרי המבוקש הוא:

  

     2 2 1 1 1 1
2 2 2 41 cosh cosh 2 sinh 2f t f t dt t dt t dt t t       
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1 1 1 1
2 4 2 4

1 1
2 4

sinh 2 sinh 2sinh cosh sinh cosh ,sinh sinh sinh sinh

sinh sinh cosh cosh sinh 2 sinh 2,sinh sinh sinh sinh sinh sinh sinh sinh

        
   

         
       

     
    

             

  

sinh: (למשל ואולי אפשר עוד לפשט אבל לא יסיתי 2 2sinh cosht t t( .  

  ). 3\16\ב2010(  2010. על פי ממ״ן מ־4\ 98\ב2024  :4לשאלה 

אפשר למשל לראות ש־  2, arctan yx y
x

  ציאל ב־פוט  \ 0 R R   וגם

 
2

, arctan xx y C y  ציאל ב־פוט  \ 0R R עבור כל קבוע  C ומאלה אפשר ,

״לתפור״ פוטציאל ב־   2 \ 0,0R ,אפשר גם לראות שמטריצת היעקוביאן סימטרית .

שעליהָ   0ולבדוק שיש לולאה שמספר הליפוף שלהּ איו  , 0F d x y  זאת למשל .

לולאה פשוטה שתמותהּ   4 2, 1x y x y  י דרכים להגדיר לולאהיש כל מי .

  כזאת. אחת הדרכים: גדיר    

    1 11
6 33

2: 0,2 0,1

, cos cos ,sin

H

t t t t t



 

  R



  

היא הלולאה המבוקשת ו־ 0Hואז  1 : cos ,sinH t t t ו־H  יהןהיא הומוטופיה בי

שתמותהּ במישור המוקב   2 \ 0,0R  1ולכן לשתיהן אותו מספר ליפוף, שהוא .  

הדרך הוחה ביותר לחשב את האיטגרל  
0

,
H

F d x y   הוא לראות שהוא שווה

לאיטגרל 
0

2 2
H

x dy xydx  טגרל4וזה לפי משפט גרין שווה לאי
K

xdxdy  בקבוצה

  4 2, 1K x y x y     קציהטיות לפוווריאשמטעמי סימטריה (למשל אי

האפיית     , ,x y x y   המרכז הגיאומטרי שלה הוא ( 0,0 טגרלולכן האי ,

, ואחו כרגע בממ״ן על 9את פרק  למודרשת ל(אלא שהדרך הזאת דו 0דלעיל הוא 

  . )8פרק 

  אפשר להגדיר גם כך:  1
2

0 : cos ,sinH t t t  

cosכאשר  קבע להיות   כאשר הסימן  0t  ו־  כאשרcos 0t .  

אם    0,x y H t  אז     1
2 20 1

2 cos sin ,cos ,2
dH yt t t t xdt x

       
 

  

  ולכן:      
4 2

2 20
0 4 2 4 2

1 2 , , 12
dH y x yF H t t xy x xdt xx y x y

             
  

על חצי הקטע   1אז מדובר באיטגרל של  0,2  1ושל  0על החצי האחר ויחד זה .  

  בממ״ן זה. 1אעיר עוד שאפשר את הלולאה הדרושה כאן לקבל גם מסעיף ב של שאלה 
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וגם  4\13\ב2020וגם על  4\70\ ב2021שהיא וריאציה על (בשיוי מספר)   4\ 92\ב2024  :5לשאלה 

(אותה פוקציה, קבוצות שוות; אותו רעיון, הקבוצה שיש לבדוק אם היא  5\ 13\ב2022

תהיה לא ריקה דרש שלא יתקיים כדי שהקבוצה כוכבית/פשוטת־קשר שוה). 

     , ; 0,0 ;45B a b r B  זה קורה אם ורק אם  5.ה.1ובדומה לשאלה

2 2 45r a b   וקבבודקים שמטריצת היעקוביאן סימטרית ורציפה במישור המ .

שבו האיטגרל של  0בראשית. בודקים שיש לולאה שמספר הליפוף שלה איו 

 ,F d x y  וטגרל על כל  0אילכן גם האי .(תה מעגל היחידהלמשל כזאת שתמו)

לולאה אחרת שמספר הליפוף שלה סביב הראשית איו אפס האיטגרל איו אפס. כעת 

אם      0,0 ;45 , ;B B a b r  2024אז יש מעגל סביבה הראשית (ברדיוס   

0עבור   קטן דיוֹ) שמוכל ב־Uומכאן מסיקים ש־ ,F  .ו שדה משמר במצב זהאי

מוכלת במישור השסוע  Uאחרת אפשר לבדוק ש־   2 \ , 0t a b t R  שהוא קבוצה

התאי לאי־קיום  5.ה.1הוא שדה משמר. וכמו בשאלה  Fפתוחה וכוכבית שבה כמובן 

2הכלה זאת הוא  בסך הכל   2 45r a b  :אי הואבסך הכל הת .  

  2 2 2 245 45a b r a b        

(בפרט    , 0,0a b .(  

שלא בא לידי ביטוי, והוא ש־  Easter eggכאן סוג של (יש 

     2 20,0 ;45 , 2025B x y x y  (  


