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  14 מתווה לפתרון ממ"ן 
 1א2025  סמסטר:  3חשבון איפייטסימלי  – 20224  הקורס:

 קודות   4  משקל המטלה:  8פרק   חומר הלימוד למטלה:

 קודות)  20(  1שאלה 
:תהי  kf R R  קציה רציפה ב־פוkR וגזירה ברציפות ב־  \ 0 kkR יח ש־ .  0 0kf   וכן

  0f x   לכל  \ 0 kkxRיח גם ש־ .  0x f x    לכל  \ 0 kkxR.  

הוכיחו שהקבוצה    .א  1kU x f x  R  .היא קבוצה כוכבית  

הערה: יתן להוכיח זאת גם בהחה החלשה יותר ש־  0x f x   קודות בהןב  1f x .  

2kאם   .ב    והקבוצהU  שהקבוצה  הראו חסומה  2 1S x f x  R  ת לולאההיא תמו

  . 1הוא  סביב ראשית הצירים פשוטה וסדירה שמספר הליפוף שלה

בצורה   Sהדרכה: אפשר לרשום את קודות  cos , sinx r t r t  ולהיעזר במשפט ההגדרה הסתומה עם ,

המשוואה   cos , sin 1f r t r t  .  

  סעיף א  פתרון

תון  לפי ה  0 0 1kf    ולכן 0 k U ראה שלכל .  \ 0 ku U  קודותהקטע בין ה 0 k ו־u 

  היא כוכבית. Uהקבוצה    19.א.8, ומכאן לפי הגדרה U  מוכל בקבוצה

ובכן, יהי    \ 0 ku U .  קציהגדיר פו : 0,g   R  על ידי t f tu.  כהרכבת רציפות היא

רציפה ב־  0, 0. עבורt   :מתקיים       1 0tg t f tu u tu f tu        

לכן לכל   1פוקציה עולה.  gאז  0,1  :מתקיים

              1 0 1 1kf u f u g g f u           

 ולכן   1 0 k u U   כלומר ,  U  ק קטע שבין ה ודותמכילה את כל 0 k ו־u.2  

  סעיף ב  פתרון

חסומה ולכן יש  Uתון שהקבוצה  0,M   כך ש־  0,0 ;U B M.  

vאם  M   אזv U  ולכן  1f v  .  

 
בהחה החלשה יותר מתקיים   1  0g t    קודות בהןרק ב  1g t  קודה אחת מכך אפשר להסיק שיש לכל היותר .

 0,c    שבה  1g c  ולכן הקבוצה ,  1t g t    היא 0,   או 0,c.  
  
שימו לב שהתון ש־ 2  0f x    לכל  \ 0 kkxR ובע ו בו שימוש. עובדה זאתמכך ש־  תמיותר, ולא עשיg  היא

  פוקציה עולה. 
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 כלשהו. סמן tRיהי  cos ,sinu t t תהי .g  ו שםקציה שהוגדרה בפתרון סעיף א. ראיהפו

 רלכן היא חד־חד־ערכית, ויש לכל היותשהיא פוקציה עולה.   0,r   יחיד עבורו  1g r .  

Muמצד שי  M u M   ולכן    1g M f Mu    קבל שיש ייםוממשפט ערך הבי 0,r M  

עבורו   1g r  .  

גדיר פוקציה  : 0,F   R R :על־ידי     : , cos , sinF t r f r t r t  

זאת פוקציה רציפה כהרכבת פוקציות רציפות, ומכלל השרשרת זאת גם פוקציה גזירה 

ברציפות ב־  0, R.  

0rיש   tRלפי מה שראיו לכל    יחיד כך שמתקיים     , cos , sin 1F t r f r t r t   

דהייו המשוואה  , 1F t r   מגדירה באופן סתום בקבוצה 0, R  אתr   קציה שלכפוt.  

, כלומר סמן את הפוקציה הזאת ב־ : 0,  R :ומתקיים

          , 0, , 1G t r F t r     R  

בבירור    2 , ,F t r F t r   לכל   , 0,t r   R.  

2תבון בפוקציה    2כאשר : 2t t מתקיים .

              
               

2 , 2 , 2 ,

, 0, 2 , 1 , 0, , 1

G t t t t r t r G

t r F t r t r F t r G

     

 

     

           

R

R R

  

2ולכן     כלומר לכל ,tR   מתקיים   2t t   .  

עבור  cos , sinx r t r t :תון ומכלל השרשרתקבל מה

         1, cos , sin cos ,sin 0F t r f r t r t t t x f xr r


     


  

) קבל שהפוקציה  8.ב.7חלק א של מסקה שב ממשפט ההגדרה הסתומה (למשל בגרסה הפשוטה 

  ב־גזירה ברציפותR.  

גדיר מסילה   2: 0,2  R :על ידי    : cos ,sint t t t   

  זאת לולאה כי:         2 2 cos 2 ,sin 2 0 cos0,sin 0 0           

לכל   0, 2t   מתקיים            cos , sin , 1f t f t t t t F t t       

ולכן  t S   כלומרIm S  .  

xמצד שי, יהי   S  אז .  1f x   ובפרט 0,0x .  

0rיש   4.ו.1לפי דוגמה   ו־ 0, 2    קבעים ביחידות עבורםש cos ,sinx r  .  

  מתקיים     , cos , sin 1F r f r r f x      

ומאחר שהמשוואה המשוואה  , 1F t r    מגדירה באופן סתום בקבוצה 0, R   את

הפוקציה שסימו ב־ t  בהכרח r    :כלומר      cos ,sin Imx           

ImSלכן   ובע ש־ וומשתי ההכלות שהוכח ,ImS .  

מראה גם שהפוקציה    4.ו.1בדוגמה  היחידות של   0,2|    חד־חד־ערכית, כלומר הלולאה  היא
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כדי להראות שהיא לולאה סדירה צריך להראות ש־ לולאה פשוטה.  0t   לכל t.  

סמן    cos ,sinu t t t אז .       t t u t   

  וכן:   sin ,cosu t t t    

  מתקיים       cos ,sin sin ,cos 0u t u t t t t t      

  וכן:    2 2cos sin 1u t u t t t   .  

  למשל קבל 15.ז.3בעזרת שאלה           t t u t t u t      

  ולכן:                     2 2 22 2 2 22 0t t u t t t u t u t t u t t t                  

אז   0t    והלולאה  .היא לולאה סדירה  

  לבסוף ראה שהפוקציה       
     

2: 0,2 0,1 \ 0,0

, 1 cos ,sin

H

t t t t



  

 

 

R



  

  . היא הומוטופיה של לולאות

, שלכל פוקציה גזירה ברציפות  13.ח. 8מכך יבע, בעזרת טעה   2 2: \ 0,0F R R   כך

סימטרית לכל  aJFשהמטריצה    2 \ 0,0aR  :מתקיים  
0 1H H

F dx F dx      

1בפרט זה כון עבור 
2F G  עםG  0, ולכן ללולאות  9.ח.8מהערהH 1ו־H  אותו מספר ליפוף

סביב הראשית. ידוע שמספר הליפוף של הלולאה  0 : cos ,sinH t t t ולכן זה גם מספר 1 הוא ,

1Hהליפוף של הלולאה   .  

היא אכן הומוטופיה של לולאות, כלומר לבדוק שמתקיימות הדרישות  Hותר להראות ש־

רציפה   Hהפוקציה   Rפוקציה רציפה (ואפילו גזירה ברציפות) ב־  . מאחר ש־ 16.א. 8מהערה 

במלבן    0, 2 0,1 .  

לכל   0,1   מתקיים         
       

2 2 , 1 2 cos 2 ,sin 2

1 0 cos0,sin 0 0, 0

H H

H H




       

  

   

    

  

  היא לולאה. Hולכן 

אכן מוכלת ב־ Hעוד דבר שחשוב לבדוק הוא שתמות סוף, בל  2 \ 0,0R :  

לכל   0, 2t    מתקיים   0,t     וכמובן גם 1 0,  הקבוצה . 0,   קמורה ולכן מכילה

ו־ 1את כל קודות הקטע שקצותיו  t לכן לכל . 0,1   מתקיים   1 0,t    אז .

            , 1 cos ,sin 1 cos ,sin 1 0H t t t t t t t t                 

ולכן    , 0,0H t     לכל     , 0, 2 0,1t   .  
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 קודות)  20(  2שאלה 
תהי  : , k    R :מסילה שאורכה סופי ומתקיים       L        

  . איה קבועה בשום קטע שהיא מוגדרת בו ש־ תון גם

  היא מסילה פשוטה ששקולה למסילה אפיית. הראו ש־

  . 13.ב.8לקטע סגור. ראו שאלה  kRל־ Rהערה: מסילה אפיית היא צמצום של פוקציה אפיית מ־

  פתרון 

עולה  ובע שהיא פוקציה 29.ב. 8פוקציה רציפה, ומשאלה היא   30.ב. 8מטעה  הפוקציה  

  עולה במובן הצר: איה קבועה בשום קטע מאפשר להראות ש־  התון ש־  .במובן הרחב

 tיח  t    קציההפו .   ה קבועה באף קטעיש ולכן  אי ,t t t  כך ש־   t t   

  ן: אכמו                   , , , ,| | | | 0t t t t t t t tt t L L L L t t                        

כן ל   t t     .אז  קציה הפיכה מ־היא פו ,   ל־ 0,L      וההופכית שלה היא

פוקציה עולה ורציפה     1 : 0, ,L       .  

1הפוקציה  3.א.8לפי הגדרה 
  היא מסילה ששקולה למסילה  .  

1ראה ש־
  .יתקציה קבועה כי  היא מסילה אפיה פוהיא אי  .ה קבועהששקולה להּ אי

  מסילה פשוטה.  גם  4.א. 8מסילה אפיית שאיה קבועה היא מסילה פשוטה, ולפי אבחה 

שלכל או וכיח  ,t    :מתקיים     
 
      
t

t
L
      



    

  מכך ובע   
  

               
1

1
s ss

L L
 

            
 




 
        

1ולכן כלומר  
    ית לקטע הסגורקציה אפיהיא הצמצום של פו 0,L   .  

מאחר ש־  0   ו־   L     ברור שעבורt   ו־t  :מתקיים השוויון

     
 
      
t

t
L
      



    

אז די להוכיחו כאשר   ,t  :תחיל .   סמן   u t     ו־   v t   .  

  אז:            u v t t                 

  מתקיים  12.ב.8לפי אבחה        ,| tL t u       

  וגם      ,| tL t v       

  ולכן:           , ,| |t tu v L L L u v u v                  

  שי קצות שרשרת האי־שוויוות זהים ולכן כל האי־שוויוות בדרך הם שוויוות. 
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בפרט   ,| tL u  ,     L u v        ו־u v u v    השוויון האחרון פירושו .

תלויים ליארית,  vו־ uש״באי־שוויון המשולש מתקיים שוויון״. זה אפשרי רק אם הוקטורים 

uויותר מזה: הם באותו כיוון. ראה שאם  v u v    אז יש 0,1 כך ש־ u u v  זה .

0uבבירור כון אם   0. אםu    0אזu v u v u    .  

  אז       

 

2

2

u v u v u v u u v v u v

u u v v u v u v u v u v

          

           

  

) עבור כל אחד 13.ד.1שוורץ (משפט –כאשר האי־שוויון באמצע השרשרת ובע מאי־שוויון קושי

האלה  ת־שוויוומשי המחוברים, ושוב, מאחר ששי קצות השרשרת הם אותו מספר בהכרח האי

שוורץ רק אם הוקטורים תלויים  –יש שוויון באי־שוויון קושי 14.ד.1הם שוויוות. לפי שאלה 

ליארית. בפרט, מהשוויון   u u v u u v     0ומכך ש־u v   ובע שישR כך ש־

 u u v    ומהשוויון v u v v u v       ובע שישR  כך ש־ v u v .  

  כמוכן     2 0u v u v u v u u v u u v              

0ולכן    0ובדומה  :וכן        u v u v u v u v            

1ולכן     1ובפרט  .  

  קיבלו             ,| tt L u u v u v L                     

  ולבסוף         
 
      
t

t u u v
L
           



         

  ובזאת הסתיימה ההוכחה. 
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 קודות)  20(  3שאלה 

הגרף של הפוקציה  : ,f   R  המוגדרת על ידי  2
x xe ef x


  ת מסילההוא תמו

  פשוטה וסדירה במישור. מצאו את המרכז הגיאומטרי של מסילה זאת.

2coshקראת קוסיוס היפרבולי, והוג לסמן   הערה: הפוקציה הזאת x xe ex .  

2sinhגזרתָהּ קראת פוקציית הסיוס ההיפרבולי ומסומת   x xe ex .  

2  ןכל אחת משתי הפוקציות האלה היא הגזרת של האחרת, ויש בייהן קשרים רבים, כגו 2cosh sinh 1x x  .  

  פתרון 

 המסילה היא  
  

2: ,

,t t f t

   R



  

וגזרתה     1,t f t  .ה אפס, ולכן המסילה סדירהרציפה ואי 

אורך המסילה הוא      21L t dt f t dt
 

 

      :ויש לחשבו. המרכז הגיאומטרי הוא  

                     

       

1 1
1 1

2 21

, , , ,

1 , 1

L L

L

x d x y y d x y t t dt t t dt

t f t dt f t f t dt

 

 
   

 


 

   
   
         

 
     

 

   

 

   

  coshיגש לחישוב:  sinh2 2

sinh cosh2 2

t t t t
d d
dt dt

t t t t
d d
dt dt

e e e et t

e e e et t

 

 

  
   

 

  
   

 

  

  ולכן: 
 

 

2
2 22 2

2
2 2

2

4 21 1 sinh 1 4 4

2 cosh cosh4 4

t t t t

t tt t

e e e ef t t

e ee e t t

 



   
     

 
   

  

  אז   21 cosh sinh sinh 2
e e e eL f t dt t dt

     

 

  
   

        

  וכן 21 cosh sinh sinh sinh cosht f t dt t t dt t t t dt t t t         

  ולכן: 21 cosh sinh cosh sinh cosht f t dt t t dt
 

 

             

  כמוכן:
2 2 2 2 2

2 1 1
2 2

2 2cosh cosh 22 4 4

t t t t t t t te e e e e e e et t
        

     
 
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       2 2 1 1 1 1
2 2 2 41 cosh cosh 2 sinh 2f t f t dt t dt t dt t t         

     2 2 1 1 1 1
2 4 2 41 cosh sinh 2 sinh 2f t f t dt t dt

 

 

           

  והמרכז הגיאומטרי המבוקש הוא:

  

1 1 1 1
2 4 2 4

1 1
2 4

sinh 2 sinh 2sinh cosh sinh cosh ,sinh sinh sinh sinh

sinh sinh cosh cosh sinh 2 sinh 2,sinh sinh sinh sinh sinh sinh sinh sinh

        
   

         
       

     
    

             

  

  לפשט אבל לא יסיתי.ואולי אפשר עוד 
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הראו שהפוקציה    2 2: \ 0,0F R R :המוגדרת על ידי   
2

4 2 4 2
2, ,xy xx y

x y x y
 
 

  
  

היא שׂדה משמר במישור הקוב   2 \ 0,0R.  

  פתרון 

  אדגים יותר מדרך אחת. יש דרכים שוות לפתור שאלה זאת.

  דרך א: מציאת פוקציית פוטציאל. 

f:, הפוקציה 10.ז.8לפי משפט  U  R קציית פוטהיא פוורבציאל ע F בקבוצה פתוחה  U   אם

|ורק אם מתקיים  |U Uf F   בפרט מתקיים לכל . ,x y U :   
2

4 2,f xx y
y x y



 

  

אם סמן   : ,x y f x y    אז לכל  ,xy U y x y U   :מתקיים   
2

4 2x
xy

x y
  


  

על־ידי חישוב איטגרל בלתי־מסויים:  xזה מאפשר למצוא את  

   
 

2 2
2

4 2 2 2 24 2
arctan arctan

1x x x
x x du yy dy x du u C C

x y u xx x u
            

    

, שיכול להיות מספר שוה עבור ערכים שוים  xCחישוב זה לא תן מידע על קבוע האיטגרציה  

 :, אבל קיבלוx של    2, arctanx x
yf x y y C
x

     
 

 

לכל   ,x y U  צריך להתקיים   , ,f x y F x y  ובפרט:    4 2
2,f xyx yx x y

 


 
 

2  חישוב ותן: 2 3 4 2

2

1 2 2arctan
1

y y xy
x x x x yy

x

                 
 

  

0xCלכן בחירה של    קציהת את הפוות    2: , arctan yf x y
x

 
 
 

  

  שמקיימת   
2

4 2 4 2
2, , ,xy xf x y F x y

x y x y
 

   
  

  

עבור כל     , \ 0x y  R R .  

בקבוצה הפתוחה  F מהווה פוטציאל עבור הפוקציה הזאת 10.ז.8לפי משפט   \ 0 R R .  

  מהפוקציות:באופן דומה אפשר לבדוק שכל אחת  
2

: , arctanC
xg x y C
y

 
  

 
  

בקבוצה הפתוחה  F ורבהיא פוטציאל ע  \ 0R R .  
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גדיר פוקציה   2: \ 0,0h R R  :כך   
 
 

 
2

2

, 0

: , , 0

, 0

f x y x

h x y g x y y

g x y y








 

 


  

ראשית יש להראות שזאת הגדרה תקיה של פוקציה, דהייו שלכל      2, \ 0,0x y R   מותאם

0yרק מספר אחד. אם   והגדר  באופן חד־ערכי   , ,h x y f x y 0. אםx   והגדר  באופן חד־

ערכי    
2

, ,h x y g x y  או   
2

, ,h x y g x y
 סימן של בהתאם לy  0. אבל אםx   0וגםy  

הערך של   ,h x y .ות, ויש להראות שבשתי הדרכים מדובר באותו מספרהוגדר בשתי דרכים שו  

  סמן:                1 2 3 40, 0, , ,0 0, , ,0 ,0 , 0, ,0U U U U                 

  מסילתית.־כל אחת מהקבוצות האלה היא קבוצה פתוחה וקשורה 

  .F  מהוות פוטציאלים עבור Cgו־ fהפוקציות   CRבכל אחת מהקבוצות האלה ולכל קבוע  

לכל  9.ז.8לכן לפי שאלה  1, 2,3,4i  ולכלCR  יש קבוע,i C R כך שמתקיים

      ,, ,C i Cf x y g x y    

לכל   , ix y U עבור . 1, 2i  כיוון ש־  11,1 U ו־  21,1 U  :קבל

     , 4 4 21,1 1,1 arctan1 arctan1i C f g C C C                

 אז
2, 0i    ולכן לכל  1 2,x y U U   מתקיים   

2
, ,f x y g x y  והגדרת , ,h x y .חד־ערכית  

עבור  3, 4i  כיוון ש־  31, 1 U   ו־  41, 1 U  :קבל

         , 4 4 21, 1 1, 1 arctan 1 arctan 1i C f g C C C                      

בפרט 
2, 0i 


  ולכן לכל  3 4,x y U U   מתקיים   

2
, ,f x y g x y

 ולכן גם במקרה זה ,

הגדרת   ,h x y .חד־ערכית  

היא פוקציה שמוגדרת ב־  hבכך קיבלו ש־   2 \ 0,0R .  

בקבוצה הפתוחה    1 \ 0,0W  R R  מתקיים
1

|Wh f  ולכןh  1גזירה ברציפות ב־W  ולכל

  1,x y W  :מתקיים       , , ,h x y f x y F x y     

בקבוצה הפתוחה  2 0,W   R  מתקיים
2 22

| |W Wh g  ולכןh  2גזירה ברציפות ב־W  ולכל

  2,x y W  :מתקיים       
2

, , ,h x y g x y F x y     

בקבוצה הפתוחה  3 ,0W   R  מתקיים
3 32

| |W Wh g 
  ולכןh  3גזירה ברציפות ב־W  ולכל

  3,x y W  :מתקיים       
2

, , ,h x y g x y F x y
     

גזירה ברציפות ב־ hקיבלו ש־   2
1 2 3 \ 0,0W W W   R   קודה ולכל ,x y  בקבוצה זאת

מתקיים    , ,h x y F x y  קציה  10.ז.8. לכן לפי משפטהפו h  ציאל עבורקציית פוטהיא פוF 

בקבוצה   2 \ 0,0R  הקציה   6.ז. 8ולפי אבחהפוF  היא שדה משמר בקבוצה  2 \ 0,0R.  
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  .10.ח.8בעזרת שאלה דרך ב: 

הם פוקציות רציוליות שמוגדרות במישור הקוב  Fשי רכיבי הפוקציה    2 \ 0,0R  וכל ולכן

. קבל 1 לגזור אותם לפי כללי הגזירה שלמדו באיפי

   

     

 
     

 
 

 
 

 

   

   

4 2 3 4 2

2 24 2 4 2

, 4 2 2 3 4 2 2

2 24 2 4 2

4 3 2 5

2 24 2 4 2

2 5 2

2 24 2 4 2

2 2 4 2 2 2

2 4 0 2

6 2 2 2

2 2 2

x y

x y y xy x x y x xy y

x y x y
JF

x y x x x x y x y

x y x y

x y y xy x

x y x y

xy x x y

x y x y

            
 
     

        
 
   

  
 
  
 
  
 
   

  

גזירה ברציפות בקבוצה הפתוחה  Fולכן   2 \ 0,0U  R  ומטריצת היעקוביאן ,x yJF  סימטרית

 בכל קודה ,x y )בקבוצה הזאת. לפי חלק בiiמצא לולאה  10.ח.8 ) של שאלה 0אם  תהשתמו

ושעבורה   0מספר הליפוף שלהּ איו , שUב־ 
0

, 0F d x y


 , בע מכך ש־יF  הוא שדה משמר

  . U קבוצה הפתוחהב

אחת הדרכים למצוא לולאה כזאת שיהיה וח לחשב עליהָ את האיטגרל היא לחפש לולאה כזאת 

במטלה זאת  1הוא קבוע. אפשר לראות בעזרת חלק ב של שאלה  Fהמכה בהגדרת בתמותהּ ש

), אבל או רוצים הצגה מפורשת של 1 שיש לולאה כזאת (שהיא סדירה ומספר הליפוף שלהּ הוא

  הלולאה המבוקשת, שתאפשר לחשב את האיטגרל המבוקש.

  גדיר   

    1 11
6 23

2: 0,2 0,1

, cos cos ,sin

H

t t t t



 

  R



  

: לא יתכן  Uזאת פוקציה יסודית ולכן היא רציפה. תמותה מוכלת ב־ , 0H t    כי זה מחייב

sinשגם  0t    וגםcos 0t  2, ואז 21 cos sin 0 0 0t t      ברור גם שלכל . 0,1   מתקיים

           
1 1 1 11 1
6 2 6 23 32 , cos2 cos 2 ,sin 2 cos0 cos0 ,sin 0 0,H H           

ולכן  : ,H t H t   .היא לולאה    
1 11
6 23

1 : cos cos ,sin cos ,sinH t t t t t t   היא לולאה

שלכל   13.ח.8. מכאן אפשר להסיק בעזרת טעה 1 שמספר הליפוף שלהּ הוא 0,1    מספר

פירוט של טיעון זה  ראו ( 0H, ובפרט זה מספר הליפוף של הלולאה  1 הוא Hהליפוף של הלולאה  

  במטלה זאת).  1סעיף ב של שאלה בפתרון 

לבסוף רצה לחשב ולקבל   
0

, 0
H
F d x y .  

לכל   0, 2t    מתקיים    11
63

0 cos cos ,sinH t t t t ולכן   1
2

0 : cos ,sinH t t t  

cosכאשר  קבע להיות   כאשר הסימן  0t  ו־  כאשרcos 0t .  
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אם    0,x y H t  אז     1
2 20 1

2 cos sin ,cos ,2
dH yt t t t xdt x

       
 

  

cosאיה גזירה בקודות בהן  0Hשים לב ש־  0t .ה לולאה סדירהקודה שבה  , ובפרט אי בכל

  :היא גזירה מתקיים      
4 2

2 20
0 4 2 4 2

1 2 , , 12
dH y x yF H t t xy x xdt xx y x y

             
  

cosוהסימן קבע לפי הסימן של  t ו זקוקים למסילה גזירה  21.ה.8. כדי להשתמש במשפטא

0 שרשורכ 0Hברציפות. לכן ציג את   1 2 3 4 5H           20כאשר   ו־

  3 3 3 3
2 2 2 2 2 2 2 2

1 0 2 0 3 0 4 0 5 00, , , , ,2
| | | | |H H H H H               

                             
      

עבור  1,3,5i  המסילהi :גזירה ברציפות ומתקיים

          
2 2

1 0 0,
2

0
0 2|

0 0

, , 1
H

dH
F d x y F d x y F H t t dt dt

dt

 

 

 





   

 

            

            
3 3
2 2

3 0 3,
2 2 2 2

0
0|

, , 1 2
H

dH
F d x y F d x y F H t t dt dtdt

 

    

 


 

 
    

 

 

              

          
5 0 3 3 3,2

2 2 2

2 2
0

0 2|
, , 1

H

dH
F d x y F d x y F H t t dt dtdt   

 



 


     

            

  ולכן:     
1 3 5

, , , 0F d x y F d x y F d x y
  

         

, שהיא קבוצה סגורה 0Hובפרט היא רציפה בתמות הלולאה   Uהיא פוקציה רציפה ב־ Fכמוכן 

, כלומר יש מספר 0H חסומה בתמות Fוחסומה. לפי משפט וויירשטראס הפוקציה הסקלרית 

כזה ש־ Mממשי   0F H y M  לכל 0, 2t  . הה  29.ו. 8בעזרת טעקבל 13.ה.8וטע:

         , , ,
i i

iF d x y F x y d x y M L
 

       

  וכל להסיק:  עתה     

        

0 1 2 3 4 5

2 4

5

1

2 4

, , ,

, ,

iH
i

F d x y F d x y F d x y

F d x y F d x y M L L

     

 
 

   


    

      

  

 

  

  שמתקיים 30.ב.8לבסוף, אפשר להראות בעזרת טעה    2 4 0
0L L


  

   

סופי. זה כון למשל כי את הקטע   0H(לשם כך צריך לדעת גם שאורכה של הלולאה  0, 2  אפשר

הם פוקציות מווטויות, ולכן  0Hלחלק לארבעה חלקים שווי אורך שבכל אחד מהם רכיבי 

  בעלות השתות חסומה). מכלל הכריך אפשר להסיק שמתקיים 
0

, 0
H
F d x y   

  ולכן גם: 
0

, 0
H
F d x y   
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  , בקצרה: 10.ח.8ושאלה  21.ו.8שמצלת את שאלה   ,עוד דרך

לוקחים למשל את הלולאה   2: 0, 2   R  שמוגדרת על־ידי : cos ,sint t t   שכידוע מספר)

M) ואת המטריצה  1הליפוף שלהּ סביב הראשית הוא  I  )עם I 2היא מטריצת היחידה  ש 2 .(

Fמקבלים  21.ו. 8בתוים האלה ובסימוי שאלה  F    1ולכןF dx F dx
 

     
.  

מצד שי  0,|   שקולה ל־ 
1

,2|    ו־ ,2|    שקולה ל־ 
1

0,|  .  

1Fמזה ובע ש־  dx F dx
 

    
0Fלכן ו  dx


  .  

  : בעזרת משפט גרין. 9מפרק  ידעשמצלת דרך וספת,  ולבסוף

. 9 ותוצאות וספות מפרק , אך לחישוב האיטגרל עזרים במשפט גריןבדרך זאת דומה לדרך 

  אסקור אותה בקצרה:

 מסיקים שיש לולאה פשוטה וסדירה או בדרך אחרת במטלה זאת  1בעזרת סעיף ב משאלה 

 הה היא הקבוצשתמות  4 2, 1x y x y  .  

  רואים שמתקיים:  2, 2F d x y x dy xydx
 

      

2ממשפט גרין מקבלים  2 4
K

x dy xydx x dxdy


    :עם הקבוצה    4 2, 1K x y x y    

הפוקציה האפיית    : , ,f x y x y   מקיימת f K K  ולכן אם ,x y  המרכז הגיאומטרי

אז  K של   , ,f x y x y  כלומר   , ,x y x y    ומכאן   , 0,0x y   :0  ובפרט
K

xdxdy   

  ). 22.ט.9ראו שאלה אפשר לקבל ממשפט גרין ( 0איו  גם את העובדה שמספר הליפוף של  

 
    



 14ממ"ן  \   2025 \  20224 13  

 קודות)  20(  5אלה ש
מִצאו עבור אילו ערכים של   2,a b R 0ו־r   הקבוצה       , ; \ 0,0 ;45U B a b r B  

  הפוקציה היא קבוצה לא ריקה שבה 

   

2 2

2 2

:

, sin cos , sin cos
x

F

ex y x y y y y y x y
x y



 


R R



  

  היא שדה משמר.

  פתרון 

גזירה ברציפות במישור הקוב  Fראשית בדוק ש־  2 \ 0,0R  ושהמטריצה , ,x yJF   היא

מטריצה סימטרית עבור כל     2, \ 0,0x y R ח. 8. זה יאפשר שימוש במגוון כלים מסעיף.  

  סמן  2 2: ,
xef x y

x y
  

  ו־   : , sin cos , sin cosg x y x y y y y y x y   

  אז 
 

     
 

2 2
2 2

2 2 22 2 2 2 2 2

2 2, , 2 , 2
x x x xx y e xe ye ef x y x y x y

x y x y x y

              

  

  וכן: ,
sin cos sin cos
cos sin cos sinx y
y x y y y y

Jg
y y y y x y

  
  

  
  

Fמאחר ש־ fg מתקיים: 15.ז. 3, לפי חלק ב של שאלה  

  

         

 
 

 
     

  

T
, ,

2 2
22 2

2 2

2 2

2 2 22 2

, , ,

sin cos
2 , 2

sin cos

sin cos sin cos
cos sin cos sin

sin cos 2 sin cos 2

sin cos 2 sin cos

x y x y

x

x

x

JF g x y f x y f x y Jg

x y y ye x y x y
y y x yx y

y x y y y ye
x y y y y y x y

x y y y x y x x y y y ye

y y x y x y x y y xx y

  

 
    

 

  
  

   

    


      

 
    

    

 

 

2 2 2 2

2 2 2 2 22 2

3 2 2 2 2 3

2 2 3 2 2 3 22 2

2 3 3 2 2 2

2 3 22 2

2

sin cos sin cos

cos sin cos sin

2sin
2

2cos

x

x

x

y y

x y y x y x y y y ye

x y y x y y y y x yx y

x xy x y x y y xye y
x y y xy x y x xyx y

xy x y y x xy x ye y
x xyx y

 
 
   

    
 
       

     
        

    


 
2 2 2 3 2x y x y y xy

 
     
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גזירה ברציפות ב מישור הקוב  Fרואים ש־   2 \ 0,0R    ושמטריצת היעקוביאן שלה סימטרית

היא שדה משמר בכל קבוצה פתוחה  Fהפוקציה   11.ח.8בכל קודה בקבוצה זאת. לכן לפי משפט 

ופשוטת־קשר שאיה מכילה את   0,0.  

תבון עתה בקבוצה      , ; \ 0,0 ;45U B a b r B קודות בעיגולזאת הקבוצה של כל ה .

הפתוח    1 , ;B B a b r הסגור  עיגולשהן גם מחוץ ל  2 0,0 ;45B B  הקבוצה .U   היא קבוצה

2ו־  1Bפתוחה כי היא חיתוך הקבוצות הפתוחות  
2\ BR ה מכילה אתהיא אי . 0,0  כי  20,0 B.  

מוכל  2Bמהתבוות במצבים היחסיים האפשריים בין שי העיגולים, ראה שאם העיגול הסגור  

ומקיף את  Uוכל למצוא מעגל שמרכזו בראשית הצירים, שמוכל ב־ 1Bכולו בעיגול הפתוח  

ראה  1Bאיו מוכל ב־  2Bאיה פשוטת־קשר. אם העיגול   U, וראה אם כן שבמקרה זה 2Bהעיגול  

היא פשוטת־קשר (ובמקרה זה  Uולכן הקבוצה   1Bבלי לצאת מ־  2Bשאין אפשרות להקיף את 

מכיל את העיגול   1Bהיא שדה משמר). לכן רצה תאי השקול לכך שהעיגול  Fכאמור הפוקציה  

2B קבל שאם  5.ה.1. מחלק ב של שאלה בספר הלימוד 45 ,r a b   2אז 1B B.  

כשתאי זה מתקיים  45 ,r a b   ולכן יש מספר ממשיs כך ש־ 45 ,s r a b  .  

אז גם     10,0 ;B s B  ולכן גם   10,0 ;S S s B 45. מאחר ש־ s 2ברור גם ש־S B   ולכן

1 2\S B B U .  

היא תמות הלולאה  Sהקבוצה    2: 0, 2   R   שמוגדרת על־ידי cos ,sint s t t,  שידוע

. אם ראה ש־1 שמספר הליפוף שלהּ סביב הראשית הוא , 0F d x y


   קבל 3.ז.8לפי שאלה  

שמספר  אם מצא לולאה אחרת  10.ח.8) של שאלה i. לפי חלק ב(Uאיו שדה משמר ב־ Fש־

כך ש־ 1 הליפוף שלה הוא , 0F d x y


  תה לאו דוקא מוכלת ב־ותמו)U  כול להסיק שגם (

 , 0F d x y


   ולכןF ו שדה משמר ב־איU .  

את הלולאה הידועה  ל למשיקח   2: 0,2   R  המוגדרת על ידי cos ,sint t t  הכי המכ)

  שמופיע בפוקציה שלו קבוע עליהָ). סה לחשב: 

            
2 2

0 0

, cos ,sin sin ,cosF d x y F t t dt F t t t t dt
 


          

  כדי לקצר בחישוב חשב בפרד: 

  ְ       

 

 

2 2

2 2
2 2

2 2
2 2

, , sin cos , sin cos ,

sin cos sin cos

cos cos

x

x

x
x

eF x y y x x y y y y y x y y x
x y

e xy y y y xy y x y
x y

e x y y e y
x y

      


    


  

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  לכן:       
2 2

cos

0 0

, cos ,sin sin ,cos cos sintF d x y F t t t t dt e t dt
 


        

1זה לא ראה חמד לחשב את זה, אבל אין צורך: מתקיים  sin 1t   קציהוהפו ,cos  יורדת

,20בקטע     ולכן לכל ,t  ממשי מתקיים    2cos sin cos sin cos1 cos 0t t    .  

אז הפוקציה   cos cos sintt e t  טגרל שלה בקטעקציה רציפה וחיובית ולכן האיהיא פו

 0,2 :חיובי, כלומר     
2

cos

0

, cos sin 0tF d x y e t dt



     

סכם מה שראיו עד כה: אם  45 ,r a b   אז יש לולאה תה מוכלת בקבוצהשתמו  U  ולפי

מתקיים  10.ח.8שאלה    , , 0F d x y F d x y
 

       ולכןF ה שדה משמר בקבוצהאי U.  

ראה עכשיו שאם  45 ,r a b    אזF היא שדה משמר בקבוצה U אי זהיתן להראות שמת .

  Vמוכלת בקבוצה פתוחה וכוכבית  Uהיא קבוצה פשוטת־קשר, אך במקום זה ראה ש־ Uובע ש־ 

שאיה מכילה את   0,0 הקציה   4.ח.8, ואז לפי טעהפוF היא שדה משמר ב־V ומאחר ש־

U V היא גם שדה משמר ב־U.  

סמן   2 \ , 0V t a b t R . 21.א.8לפי חלק ג של שאלה  V  .היא קבוצה כוכבית  

Uלא מתקיים אם  V   אז  , 0U t a b t     0ולכן ישt  כך ש־  1 2, \t a b U B B  .

בפרט     2, 0,0 ;45t a b B B  ולכן   , 45t a b   

מתקיים גם      1, , ;t a b B B a b r   ולכן        1 , , ,t a b t a b a b r     

0tמאחר ש־   1מתקיים גם 0t    ולכןt t   1וכן 1t t  .  

  אז            
         

1 , 1 , 1 , , ,

, , , , , 45

r t a b t a b t a b a b t a b

a b t a b a b t a b a b

        

      

  

כלומר  45 ,r a b .  לכן אם 45 ,r a b   חת השלילה שלא מתקייםאז הU V  האי

Uכוה, כלומר   Vוכאמור מאחר ש־ ,F  היא שדה משמר ב־V היא גם שדה משמר ב־U.  

לסיכום, הראיו שאם  45 ,r a b    אזF היא שדה משמר ב־U ואחרת, אם , 45 ,r a b  ,

אם ורק אם   Uהיא שדה משמר ב־ Fולכן  Uאיה שדה משמר ב־  Fאז  45 ,r a b  .  

1בוסף יש לבדוק באילו תאים הקבוצה   2\U B B   ה ריקה. היא ריקה אם ורק אם1אי 2B B .

1xתהי  B 1־ו. מאחרB  ,1קבוצה פתוחהB היא סביבה של  x1. כיוון ש־ 2B B 1אין ב־B  קודה אף

2x כלומר 2B  ה שלפדת שוקאיה  xולכן  2Bשאיה ב־  B2  . אז 2\x B B  1 ולכן 2 2\B B B  .  

  מתקיים        2 2\ 0,0 ;45 \ 0,0 ;45 0,0 ;45B B B S B    

  ולכן:     , ; 0,0 ;45B a b r B  

ברור גם שאם      , ; 0,0 ;45B a b r B 1אם , כלומר 2 2\B B B  1, אז 2B B.  
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Uאז     אם ורק אם     , ; 0,0 ;45B a b r B  זה שקול לאי־  5.ה.1ולפי חלק א של שאלה

שוויון   45 ,r a b  לכן .U     אם ורק אם 45 ,r a b  .  

  : שדה משמר בהּ אם ורק אם Fהיא קבוצה שאיה ריקה וש־  Uסכם:     , 45 ,a b r a b    

  דרך וספת לרשום את התאי:

אפשר לרשום את התאי בצורה  45 ,r a b  וסף שאם מתקיים שוויון אז45, ולדרוש בr .  

  שים לב ש: 

 

2 2

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

45 ,

45

2 45 45

90 2025

r a b a b

r a b

r r a b

a b r r

   

   

      

    

  

2כלומר התאי שמצאו שקול לקיום האי־שוויון   2 2 90 2025a b r r     וספתיחד עם הדרישה ה

45rשוויון אז הוא זה  האי־שוויון השבמקרה ש .  


