
 

 6  13ממ"ן  \   2025 \  20224

  13מטלת מחה (ממ"ן)  
 1א2025  סמסטר:  3חשבון איפייטסימלי  – 20224  הקורס:

 קודות   4  משקל המטלה:  7פרק   חומר הלימוד למטלה:

 9.3.2025מועד אחרון להגשה:    5מספר השאלות:  
  ) מטלות מחה"הסבר מפורט ב"והל הגשת ( קיימות שתי חלופות להגשת מטלות למחה

 חיה (במעטפה בצרוף טופס מלווהחה במפגשי ההממ"ן). באמצעות הדואר או ישירות למ 
  ת  המטלות  מערכת  באמצעותהמקוו .  

 קודות)  20(  1שאלה 
הוכיחו שהקבוצה    2

k kA A M  R מכילה סביבה של מטריצת היחידה  I.  

(מרחב המטריצות  k kM  R   מזוהה כרגיל עם המרחב האוקלידי
2kR (.  

 קודות)  20(  2שאלה 
שגזירה פעמיים ברציפות בסביבה של הקודה  Rל־  2Rפוקציה חלקית מ־ Fתהי  ,a b.  

  תון:       2
2, 0 , 0 , 0 , 0F F F

x y x
F a b a b a b a b  

  
     

הוכיחו שהמשוואה  , 0F x y    ה מגדירה באופן סתום בסביבתאי ,a b   אתx  קציהכפו

(שימו לב שהמשוואה כן מגדירה באופן סתום בסביבת  . y של ,a b  אתy קציה שלכפו  x  הוכיחו זאת, היעזרו .

  בתוים כדי להסיק מסקות על תכוות הפוקציה הזאת, ובעזרתן הוכיחו את הדרש בשאלה). 

 קודות)  20(  3שאלה 
  סמן:     

    

2 2 2 23
1 2

2 3
2 2

, , 0, 3 3

, 0,0,2 ;1

S x y z z x y

S S

    

   

R

R

  

1הוכיחו שהקבוצה   2S S S  היא משטח חלק .  

  קודות)  20(  4שאלה 

  שתי תכוות: ת, בעלkRב־ת ־ממדיd החלק יריעה Sהי ת

. כל קרן שקודקודהּ ב־1 0 k  קודה אחת של מכילה לכל היותרS .  

a. לכל קודה  2 S  קודההמרחב המשיק בa ל־S  ו מכיל אתאי 0 k.  

Sתהי   יים שקודקודן ב־איחוד כל הקר 0 k קודה מ־ שמכילותS לא כולל , 0 k :ועצמה, דהיי

   0
a S

S ta t


    

1dהראו שאם  k   כלומר)S   היא משטח־על) אזS  היא קבוצה פתוחה .  
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 קודות)  20(  5שאלה 
0יהי    3ותהי:f R R :שמוגדרת על ידי   , ,x y z xyz  

יש ערך מזערי וערך מרבי בקבוצה  fהראו של־ 

      3 6 6 6, , 0, , 3A x y z x y x y z        

  .)   (התוצאה תלויה במספרבקבוצה זאת.    fקודות הקיצון שלומצאו אותם ואת כל 

   ►►►סוף המטלה 
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 הערות

  . 3\ 85\ב2024  :1לשאלה 

  לא יסיתי).. 12בממ״ן  3במידה זאת או אחרת את שאלה אפשר אולי לצל (

משתמשים במשפט הפוקציה ההופכית עם הפוקציה     : k k k kf M M R R 

2Aשמוגדרת על ידי  A האתגר העיקרי הוא חישוב מטריצת היעקוביאן. אפשר .

לקבוע גזירות ברציפות כי בבירור כל הרכיבים הם פוקציות פוליומיות. אפשר לחשב 

את הגזרת החלקית של   ijf  ה ה־לפי המשתmn ובאופן כללי זה די מכוער אבל ,

מקבלים 
 

 ij
im nj nj im

mn

f
X x xx  


 


ולכן  

 
  2ij

im nj
mn

f
Tx  





2ולכן   22I k kJf I


.  

יותר וח לראות ש־     2 2 22f I H f I I H I H H        ושמתקיים

2

0 0H

H
H   ולכןf גזירה ב־I (וכאמור בכל מקום וברציפות) ו־  2ID f H H 

  הפיכה.  IDfולכן 

משתמשים במשפט ההגדרה הסתומה, ועדיף בגרסתו שבחלק א של  .  1\ 13\ב2017  :2לשאלה 

 bשל  Wוסביבה פתוחה   aשל  Uבה פתוחה י. מקבלים שיש סב8.ב.7מסקה 

f:ופוקציה גזירה ברציפות   U V כך ש־        , , 0G f x y U W F x y     

xוכן לכל   U :מתקיים      
  

,
,

F
x
F
y

x f x
f x

x f x






    

בפרט  f a bומתקיים     
 

,
0

,

F
x
F
y

a b
f a

a b






     

. גזירות פעמיים ברציפות פירושן שהמוה fהיא קודה קריטית של  aכלומר 

והמכה לעיל הם פוקציות גזירות ובעזרת כלל השרשרת מקבלים: 

   

           
           

  

2 2
2

2 2
2

2

, , ,

, , ,

,

F F F
y x yx

F F F
x x y y

F
y

x f x x f x f x x f x

x f x x f x f x x f x
f x

x f x

  
  

  
   






 
    

ובפרט, בעזרת התוים ומה שמצאו כבר (  0f a :קבל (

   
   

  
 
  

2 2
2 2

2

, , ,
0

,,

F F F
y x x

FF yy

a b a b a b
f a

x f xx f x

  
  




       

היא קודת מיימום  a) שהקודה 1מכאן אפשר להסיק (למשל ממשפט מאיפי 

  . fמקומי של 

 ........................................  
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עכשיו ראה בעזרת זה שבכל סביבה מלבית של  ,a b  קודות אם אותו יש שתי

  .yכפוקציה של  xולכן לא וכל לקבל את   yשיעור  

  ). 16בממ״ן  1(חלק ב של השאלה הוא שאלה   6\98\ב2024חלק א של   :3לשאלה 

ואפשר להשתמש  z סיבוב סביב ציריש כאן מגוון דרכים. למשל מדובר במשטח 

וחלק מהוכחתהּ (ששם מראים חלקות משטח סיבוב של מסילה   9.ג.10(בערך) בטעה 

היא יריעה   S  11.ג.7. אפשר גם כך: למשל ממשפט 13סדירה) אבל זה לא בממ״ן 

Sעבורה   U־ממדית אם ורק אם לכל קודה בהּ יש סביבה פתוחה dחלקה   U  היא

־ממדית (דהייו להיות יריעה חלקה היא תכוה מקומית). עבור dיריעה חלקה  

 2 3
1 2 ,U   R   מתקיים  1 10,0,2 ;1S U S U     וזה משטח חלק (ואפילו

  טלאי חלק דו־ממדי).

עבור  2
2 0,2U  R 2אפשר להראות ש־S U   היא גרף G g  קציה גזירהשל פו

ברציפות       : 0,0 ;1 \ 0,0g B R  ולכן היא טלאי חלק דו־ממדי. דרך אחת

להראות זאת: גדיר   : 0,1f R :על־ידי  
3

2

32
2

3 0
:

2 1 1

t t
f t

t t

  

    

  

3ב־
  ההגדרה טובה כי: 2 2

3 33 31 1
2 4 4 2 2 22 1 2 1 2 2 3            

הפוקציה רציפה, וגם הגזרת שלהּ היא: 1אז מטעמי איפי 

   
3

2

3
22

3 0

1
1

t
f t t t

t

  


  
 



  

3וגם כאן הוסחה בסדר בקודה 
  מטעמי שוויון גזרות חד־צדדיות, והגזרת רציפה.  2

  על־ידי: gכעת גדיר את    2 2,x y f x y  

זאת הרכבה של פוקציות גזירות ברציפות ולכן היא גזירה ברציפות. אפשר גם לחשב:

       
 

 
2 2

32 2
22 2

2 2 1

3 2 2
22 2

3 , 0

, ,
1 , 1

1

x y

x y x y
x y

g x y f x y x y
x y x y

x y




  


    

     

  

1קיבלו ש־  2S U U  1ו־S U  2וגםS U   משטחים חלקים, ולכןS  .משטח חלק  

  רציתי לשאול:  :4לשאלה 

  , בעלת שתי תכוות:kRב־ ת־ממדיdיריעה חלקה  Sתהי 

. כל קרן שקודקודהּ ב־1   0 k  קודה אחת של מכילה לכל היותרS.  

a. לכל קודה 2   S  קודההמרחב המשיק בa  ל־S   ו מכיל אתאי 0 k .  
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Sתהי     יים שקודקודן ב־איחוד כל הקר 0 k קודה מ־ שמכילותS לא כולל , 0 k 

  עצמה, דהייו: 0
a S

S ta t


    

1dא. הראו שאם  k   כלומר)S   היא משטח־על) אזS   .היא קבוצה פתוחה  

1dב. הראו שאם  k  ו־־S  היא קבוצה סגורה וחסומה אזS   1היא טלאי חלקd  ־

aממדי. במקרה זה הראו גם שאם S   יוהתת־מרחב האפיA  הוא המרחב המשיק

Sל־ aאז המרחב המשיק בקודה  Sל־ aבקודה    הוא Sp A  כלומר התת־מרחב)

  ).Aהליארי הפרשׂ על־ידי הקבוצה  

סגורה   Sג. (רשות) מצאו דוגמה המראה שטעת סעיף ב איה כוה ללא ההחה ש־ 

  וחסומה. 

Sהקושי ב־ב הוא לקבל לכל קודה של     סביבה פתוחה שחיתוכה עםS  .הוא טלאי  

aאם  S  יש סביבה פתוחה   11.ג.7אז לפי חלק ג של משפטU  שלa כך ש־S U 

:ו־ dRפתוחה ב־  היא טלאי חלק. לכן יש  kh R שהיא הומאומורפיזם מ־  ל־

S U ושהיא גזירה ברציפות ב־ ,   ולכל  דרגת המטריצהJh היא d  זאת .

kמטריצה  d  ארית. כמוכן לכלשעמודותיהָ בלתי־תלויות לי   הלפי אבח

  8.ד.7     T d
hT S vJh v  R  שזה מרחב השורות של המטריצה ,TJh.  

המרחב המשיק בקודה  h  ל־S  הוא     hA h T S  תון ש־ . 0 k A   ולכן

     hh T S  וכיוון ש־ ,   hT S  ארי גםמרחב לי   ah T S .  

אז  h    ו במרחב השורות של המטריצהאיTJh ולכן , Th   ו במרחבאי

  .Jhהעמודות של המטריצה  

גדיר  0,    קציהופו: kf  R :על ידי     : ,f t t h   

כמובן  h S   ולכן t h   קודה של מצא על קרן שקודקודהּ בראשית ומכילהS 

ולכן  ,f t S   לכן . f S   .  

מתקיים     T
,tJf tJh h  וכיוון ש־ Th   ה במרחב העמודות שלאיJh 

בלתי־תלויות ליארית גם עמודות   Jhועמודות של   ,tJf   ,אריותבלתי־תלויות לי

1dודרגתה היא     .כלומר דרגתהּ מלאה  

1dהוא משטח־על, כלומר אם  Sאם  k    1אזd k    והמטריצה ,tJf    היא

kמטריצה  k ש־k  .ארית, כלומר היא הפיכהעמודותיהָ בלתי־תלויות לי  

bכעת תהי  S מצאת על קרן שקודקודהּ ב־ היא . 0 k   ושעוברת באיזושהיa S ,

0ולכן יש    כך ש־b a  ים לעיל, ישבסימו . כך ש־ a h    קציהוהפוf   

שהיא סביבה של   גזירה ברציפות ב־ ,   המטריצה . ,Jf    הפיכה, ולכן
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הפוקציה הליארית  ,Df    קציה ההופכית (משפטיש  4.א.7הפיכה. לפי משפט הפו (

Bכדור פתוח    כך ש־ f B  קבוצה פתוחה. אז f B  היא סביבה של

   ,f h a b      ו־ ,   f B f S    .  

bהראיו שלכל   S  יש סביבה שמוכלת ב־S  ולכן ,S   .היא קבוצה פתוחה  

  

. fמה שמסומן לעיל ב־  gאפשר להמשיך ולהוכיח עוד דברים (במקור סימתי ב־

  עצמה היא טלאי חלק): Sכמוכן במקור החתי ש־ 

היא חד־חד־ערכית, כי אם   gהפוקציה     1 1 2 2, ,g t g t   אז   1 1 2 2t h t h  

ולכן  1h   ו־ 2h   מצאות על אותה קרן שקודקודהּ בראשית, אבל יש לכל היותר

בקרן הזאת, ולכן בהכרח   Sקודה אחת של    1 2h h  ויחד עם השוויון ,

   1 1 2 2t h t h   1מקבלים 2t t קציהומחד־חד־ערכיות הפו ,h  1מקבלים 2  .  

רציפה, ולמעשה אפשר   g(עכשיו יתקלתי בבעיה: לא ברור בכלל שההופכית של 

  איה רציפה. אז זה לא הומאומורפיזם ולכן לא מיפוי לטלאי.  1gלמצוא דוגמה שבהּ 

  .............. מה שכן זה 

Sכן הומאומורפיזם, אז תמותו  gלכן אם במקרה    1היא טלאי חלקd .־ממדי  

aעבור  S אריקבל שהמרחב הלי aT S   1הוא מרחבd  ־ממדי שהוא מרחב

השורות של   ,1Jg   פרש על ידי שורותשJh ו־a בפרט הוא מכיל את .a  ולכן הוא

שווה למרחב האפיי   aa T S  הוא מכיל את . aA a T S    ולכן את Sp A ,

ולכן  dשממדו גדול מ־     a aSp A T S a T S   .  

(לא אותה פוקציה, לא אותה קבוצה, אבל די דומה,  5\13\2024דומה ל .3\ 92\ב2024  :5לשאלה 

  ושם לא היה פרמטר).

הקבוצה סגורה וחסומה (למשל מוכלת ב־ 30,2  ,ומית ולכן רציפהקציה פוליוהפו (

(הפוקציה אי־שלילית  0ולכן יש ערך מזערי וערך מרבי. ברור שהערך המזערי הוא 

בקבוצה) והוא מתקבל בכל קודה בקבוצה בהּ מתאפס אחד משיעורי הקודה. אין 

קודות קריטיות בפים הקבוצה, ולכן קודות המקסימום הן קודות שפה שבהן אף 

. את אלה מוצאים בשיטת כופלי לגרז׳ עם אילוץ אחד או 0עורי הקודה איו  אחד משי

  שי אילוצים. 

6האילוצים הם  6 6 3x y z     0ו־x y    כן:ו   

 
 

5 5 5

1 1 1, ,

6 , ,

, 1,0

f f x x y z

x y z

 

    
 

 

  
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  5קודות קיצון תחת שי האילוצים מחייבות:  5 5

1 1 1

0 det
1 0

x y z
x y z


 
 
 

  
 

  
 

  

  ויחד עם האילוצים מקבלים:  6 6
6 6
2 2, , , ,1

1 1
x y z 

 
 

     
  

  ערך הפוקציה בקודה הוא:
3

36 6
6 6 6
2 2 2, ,1

1 1 1
f 

  
 

     
  

3תחת האילוץ     6מקבלים 6 6x y z   63ומכאן 3x  מכאן: ו  

     , , 1,1,1x y z   

ערך הפוקציה בקודה הוא  1,1,1 1f   קודה בקבוצה אם ורק אם1וה .  

0תחת האילוץ    .קודת קיצון לא מקבלים  

אפשר לבדוק שתמיד 
3

6
2 1

1






(או לפי חקירת פוקציה, או לפי אי־שוויון   

הממוצעים, או לפי   26 3 31 2 1 0       1). לכן אם   הערך המרבי

וקודת המקסימום היחידה היא   1הוא  1,1,1 1, ואם    קודת המקסימום

6היחידה היא הקודה   6
6 6
2 2, ,1

1 1


 
 
    

והערך המרבי הוא  
3

3
6

2
1


 

.  


