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  13 מתווה לפתרון ממ"ן 
 1א2025  סמסטר:  3חשבון איפייטסימלי  – 20224  הקורס:

 קודות   4  משקל המטלה:  7פרק   חומר הלימוד למטלה:

 קודות)  20(  1שאלה 
הוכיחו שהקבוצה    2

k kA A M  R מכילה סביבה של מטריצת היחידה  I.  

(מרחב המטריצות  k kM  R   מזוהה כרגיל עם המרחב האוקלידי
2kR (.  

  פתרון 

משתמשים במשפט הפוקציה ההופכית עם הפוקציה     : k k k kf M M R R  שמוגדרת על

2Aידי  A אפשר  6.י.1. האתגר העיקרי הוא חישוב מטריצת היעקוביאן. מחלק ב של דוגמה

היא פוקציה פוליומית, ולכן היא גזירה ברציפות. אפשר לחשב את הגזרת החלקית  fלהסיק ש־ 

של  ijf  ה ה־לפי המשתmnוכך לקבל את מטריצת היעקוביאן של , f ,1  אבל זה חישוב מכוער

  ולכן לך בדרך אחרת.

יותר וח לראות ש־   2 22f I H I H I H H      ושמתקיים:  
2

0 0H

H
H    

2Hהפוקציה   H :ארית ומתקייםקציה ליהיא פו

  
     2 2 2

0

22
0H

I H I H Hf I H f I H
H H H 

    
    

ו־ Iגזירה ב־ fהפוקציה  1.ו. 3לפי הגדרה ולכן   2ID f H H  ולכןIDf  .הפיכה  

כאמור זאת פוקציה פוליומית ולכן היא גזירה ברציפות בכל המרחב  k kM  R ובפרט בסביבה ,

כך ש־ Bכדור פתוח  I ) יש סביב4.א.7ההופכית (משפט ט הפוקציה פ. לכן לפי משI של f B 

היא קבוצה פתוחה. כיוון ש־   I f I f B    הקבוצה f B היא סביבה של I והיא מוכלת  ,

בקבוצה      2
k k k kf M A A M  R R .  
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 קודות)  20(  2שאלה 
שגזירה פעמיים ברציפות בסביבה של הקודה  Rל־  2Rפוקציה חלקית מ־ Fתהי  ,a b.  

  תון:       2
2, 0 , 0 , 0 , 0F F F

x y x
F a b a b a b a b  

  
     

הוכיחו שהמשוואה  , 0F x y    ה מגדירה באופן סתום בסביבתאי ,a b   אתx  קציהכפו

(שימו לב שהמשוואה כן מגדירה באופן סתום בסביבת  . y של ,a b  אתy קציה שלכפו  x  הוכיחו זאת, היעזרו .

  בשאלה). בתוים כדי להסיק מסקות על תכוות הפוקציה הזאת, ובעזרתן הוכיחו את הדרש 

  פתרון 

יח בשלילה שמה שטען איו כון, כלומר יח שהמשוואה  , 0F x y   מגדירה באופן סתום

בסביבת   ,a b  אתx  קציה שלכפו  yגיע בסופו של דבר לסתירהה. ן א, ומכ, וכו השהטע 

Uפירוש הדבר הוא שיש סביבה  22.י.1והגדרה  7.ב.7, הערה  4.ב. 7לפי מיוח    של a  וסביבהW  

g:פוקציה  ו b של W U  :כך שמתקיים        , , 0G g y x W U F x y      

כעת ראה שהמשוואה  , 0F x y    מגדירה באופן סתום בסביבת ,a b  אתy קציה שלכפו x ,

שתמש במשפט ההגדרה הסתומה, וראה מה אפשר להסיק מתוי השאלה על הפוקציה הזאת. 

היא פוקציה סקלרית של שי משתים שגזירה  F. מכך ש־8.ב.7בגרסתו שבחלק א של מסקה 

פעמיים ברציפות בסביבה של הקודה   ,a b  סיק בפרט שהיא גזירה ברציפות באותה סביבה

), ולכן בפרט היא מוגדרת בסביבת  4.ב.5(ראו אבחה  ,a b וגזירה ברציפות ב־ ,a b.  

תון  , 0F
y a b


   וגם , 0F a b  אים המאפשרים לקבוע לפי חלק אלכן מתקיימים כל הת .

שהמשוואה  8.ב.7של מסקה  , 0F x y   מגדירה באופן סתום בסביבת ,a b   אתy  קציהכפו

f:ופוקציה   b  של Wוסביבה פתוחה  a של U. פירוש הדבר שיש סביבה פתוחה  xשל  U W  

  כך שמתקיים:      , , 0G f x y U W F x y     

 בסביבה זאת מתקיים: xולכל   aגזירה בסביבת הקודה  fיתר על־כן, הפוקציה  

      
  
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    

בפרט . 1Uסמן את הסביבה הזאת ב־ f a b :ומתקיים     
 

,
0

,

F
x
F
y

a b
f a

a b






     

. כדי לפשט את הסימוים סמן  .fחשב את הגזרת השיה של f היא קודה קריטית של aאז 

    ,F
xu x x f x
 ו־    ,F

yv x x f x
. :אז     

 
u x

f x
v x

    

  מתקיים      , , 0F F
x xu a a f a a b 
     

  וגם      , , 0F F
y yv a a f a a b 
     

של  Vלפי התון יש סביבה  ,a b  שבהF  קציותגזירה פעמיים. אז הפוF
x


 ו־F

y

 גזירות ב־V.  
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הפוקציה    ,x x f x  רציפה בסביבתa  2ולכן יש סביבהU  שלa   2כזאת שלכלx U 

מתקיים   ,x f x V   קבל שלכל 1מכלל השרשרת 2x U U  מתקיים

           2 2
2 , ,F F

x yx
u x x f x f x x f x 

 
    

  וכן:         2 2
2, ,F F

x y y
v x x f x f x x f x 

  
    

1גזירה ב־ vמאחר ש־ 2U U  1היא גם רציפה ב־ 2U Uוכיוון שזאת סביבה של ,  a ו־  0v a   

3xכך שלכל  a של  3Uיש סביבה  U  מתקיים  0v x  קבל שלכל הגזרת של מלפי כלל ה .

1 2 3x U U U    :מתקיים           
 2

v x u x u x v x
f x

v x

 
    

  כעת               2 2 2 2 2
2 2 2, , , 0 , , 0F F F F F

x y x yx x x
u a a f a f a a f a a b a b a b    

     
         

  ולכן:         
 

     
 

 
 2 2

0
0

v a u a u a v a v a u a v a u a
f a

v av a v a

      
         

־ידוע לו כבר ש  0f a   ו־  0f a פיה  1 , ולפי משפט מאיוכל להסיק 17.ד.6(או לפי טע (

לפי סימן מקסימום מקומי או (מיימום מקומי  f  היא קודת קיצון של aש־ f a.(  

  אבל תאמץ עוד קצת וקבל קצת יותר: 

ובע שכל גזרותיהָ החלקיות מסדר ראשון ושי רציפות ב־  Vגזירה פעמיים ברציפות ב־ Fמכך ש־

V ו עבורוסחות שקיבלומה ,f   ועבורu ו־v  וסחה עבורוה ,f   ו מקבלים שכל אלהא

1רציפות ב־  2 3U U U U   כמוכן .  0f a  יח מעתה ש־ .  0f a ההוכחה במקרה ש־ .

  0f a   דומה. מרציפותf   ובע שיש סביבה4U  שלa כך ש־  0f x  4ל  כלx U.  

  , אז עשה קצת סדר לפי שמשיך:aיש לו כבר המון סביבות של 

1הקבוצה   2 3 4U U U U U U      היא סביבה שלa   ולכן היא מכילה כדור סגור ;B a r.  

הרי (דהייו חד־ממדי)  Rמאחר שמדובר בכדור ב־   ; ,B a r a r a r  .   

או יודעים שלכל   ,x a r a r     מתקיים  0f x  לכן .f   .קציה עולה בקטע הזההיא פו  

לכל   ,x a r a    מתקיים    0f x f a    ולכןf ־ב יורדת ,a r r.  

לכל   ,x a a r    מתקיים   0 f a f x    ולכןf  עולה ב־ ,a a r .  

בפרט לכל    , \x a r a r a    מתקיים   f x f a.  

 וכל סוף סוף לסיים את ההוכחה, שהתחילה בהחת שלילה, ולקבל סתירה עכשיו 

Wכיוון ש־    היא סביבה שלb  0יש    כך ש־   , ;b b B b W       .  

ראיו ש־   f a r f a b    וגם  0f a r b   :ולכן      min , ,b f a r f a r b     

  כך ש:  tRאז יש     min , ,b t b f a r f a r      
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רציפה בקטע  fהפוקציה   ,a r a  ומתקיים   f a r t b f a     ולכן, לפי משפט ערך

הבייים, יש  ,c a r a  כך ש־ f c t  קציההפו .f  רציפה גם בקטע ,a r a  ומתקיים

   f a b t f a r     יים, ישולכן, לפי משפט ערך הבי ,d a a r  כך ש־ f d t.  

  מתקיים:            , , , , 0c t c f c G f x y U W F x y       

ולכן  , 0F c t באופן דומה .             , , , , 0d t d f d G f x y U W F x y       

ולכן  , 0F d t  כמוכן . , ,c d a r a r U     ו־ ,t b b W     .  

אז  ,t c W U     וגם ,t d W U  :אבל .        , , 0G g y x W U F x y      

לכן    ,t c G g  כלומר g t c  וגם   ,t d G g  כלומר g t d אז .c d וזאת סתירה ,

cלכך ש־  a d  .ה שבשאלה הוכחהחת השלילה הטעיגוד להו סתירה, ולכן בוזהו. קיבל .  

ש־ וספת שקיבלו בדרך, בכפוף להחה כל זה היה  0f a במקרה ש־ .  0f a   אפשר לחזור

.  על ההוכחה. בכמה מקומות מתהפכים האי־שוויוות אבל בסוף מתקבלת סתירה באותה צורה

הדרך היחידה לוודא שבאמת בסוף מתקבלת באותה צורה סתירה, היא לחזור על כל הדרך 

במקום הימוק המפוקפק הזה (האמוה שהכל יסתדר באותה צורה,   ולראות שהכל מסתדר.

שלפעמים כוה ולפעמים לא כוה) אציג דרך אחרת להסיק את המסקה במקרה   0f a  

   מהמסקה שכבר הוכחו:

ראיו שמתקיים    
 
u a

f a
v a


    וכן   2
2 ,F
x

u a a b


  ו־   ,F
yv a a b
 :ולכן

   
 
 

2
2 ,

,

F
x
F
y

a b
f a

a b






    

שמתקיים  האם כך ההחה שלו בדרך היית
 
 

2
2 ,

0
,

F
x
F
y

a b

a b






 :ה כאשרו להוכיח את הטעועלי

  
 
 

2
2 ,

0
,

F
x
F
y

a b

a b






  

  על־ידי:  Gיח אם כן שמתקיים האי־שוויון האחרון, וגדיר פוקציה    , ,G x y F x y   

גזירה פעמיים בסביבה של הקודה   Gאז  ,a b :ומתקיים     
   
   

   2 2
2 2

, , 0

, , 0

, , 0

, , 0

G F
x x
G F
y y

G F
x x

G a b F a b

a b a b

a b a b

a b a b

 
 

 
 

 
 

  

  

   

  

  

  כמוכן מתקיים:
 
 

 
 

 
 

2 2 2
2 2 2, , ,

0
, , ,

G F F
x x x
G F F
y y y

a b a b a b

a b a b a b

  
  
  
  


   

 
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לפי המקרה שהוכחו כבר, בתאים אלה המשוואה  , 0G x y   ה מגדירה באופן סתוםאי

בסביבת הקודה  ,a b   אתx   קציה שלכפוy.  

שהמשוואה  יח בשלילה   , 0F x y   מגדירה באופן סתום בסביבת ,a b   אתx   קציהכפו

U. כפי שראיו בתחילת ההוכחה פירוש הדבר הוא שיש סביבה y של  של a  וסביבהW  של b 

g:פוקציה   W U  :כך שמתקיים        , , 0G g y x W U F x y      

גדיר  W y y W     זאת סביבה של .b :קציהגדיר פו .   :h y g y  

  אז:                   
           

, , , ,

, , , , 0 , , 0

G h y x x h y y x x g y y x y x G g

y x y x W U F x y y x W U G x y

       

            

  

זה מראה שהמשוואה  , 0G x y   קודהמגדירה באופן סתום בסביבת ה ,a b   אתx 

  , בסתירה למה שכבר הוכחו קודם.y  כפוקציה של
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 קודות)  20(  3שאלה 
  סמן:     

    

2 2 2 23
1 2

2 3
2 2

, , 0, 3 3

, 0,0,2 ;1

S x y z z x y

S S

    

   

R

R

  

1הוכיחו שהקבוצה   2S S S  היא משטח חלק .  

  פתרון 

  . 12.ג.7 סקהשתמש במיש דרכים רבות להוכיח את הדרש. ראה שתי דרכים. בדרך הראשוה 

aו להראות שלכל  עלי S   יש סביבה פתוחהU  קציה סקלריתופוf  שמוגדרת וגזירה ברציפות

כך ש־ U־ב   30f a  :ומתקיים      S U x U f x f a      

 סמן 2 3
1 2 ,U   R ו־ 2

2 0,2U  R 1. הקבוצותU 2ו־U פתוחות ומתקיים

   2
1 20,S U U    R  

  ולכן:   1 2S S U S U     

  : מתקיים     1 1 1 10,0,2 ;1 1S U S U x U f x       

  עם הפוקציה:   2 2 2
1 : , , 2f x y z x y z    

מתקיים    1 , , 2 2, ,f x y z x y z    ולכן אם  1, ,x y z S U   אז

     2
1 1, , 4 , , 4f x y z f x y z    

  :ולכן   3
1 , , 0f x y z   

1aאם בפרט  S U    אז 1 1f a  ו־   3
1 0f a   האי של מסקמתקיים עם  12.ג.7והת

1Uהסביבה הפתוחה  U של  a  קציה1והפוf f .  

2aאחרת  S U .  

2Sראה שהקבוצה   U   היא גרף G g   קציה גזירה ברציפותשל פו:g R עם

       0,0 ;1 \ 0,0B   

2Uעם   יתקיים 12.ב.7אז התאי של מסקה  U   :קציהוהפו     : , , ,f x y z g x y z  

שלכל קודה ב־ G g  :מקיימת        3, , , , 1 0f x y z g x y      

דרך אחת להראות זאת: גדיר  : 0,1 R  :על־ידי  
3

2

32
2

3 0
:

2 1 1

t t
t

t t


  

    

  

3ב־
  ההגדרה טובה כי: 2 2

3 33 31 1
2 4 4 2 2 22 1 2 1 2 2 3             
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3: היא רציפה מימין ומשמאל בקודה הפוקציה רציפה 1אז מטעמי איפי 
והיא רציפה   2

בקטעים הפתוחים   3
ו־ ,20 3

2   שבכל אחד מהם היא מתלכדת עם פוקציה יסודית. 1,

  הגזרת שלהּ היא: 
3

2

3
22

3 0

1
1

t
f t t t

t

  


  
 



  

3גם כאן הוסחה בסדר בקודה 
  חד־צדדיות, והגזרת רציפה. הגזרות השוויון   בשל 2

  על־ידי: gכעת גדיר את    2 2,x y f x y  

היא   17.ז. 3לפי טעה   הרכבה של פוקציות גזירות ברציפות ולכן והיא היא מוגדרת בקבוצה 

  .2ב־ גזירה ברציפות

  11.ג. 7תחיל בטעת עזר מאוד שימושית. על פי השקילות בין חלקים א ו־ג של משפט  דרך וספת:

a־ממדית אם ורק אם לכל קודה dהיא יריעה חלקה  Sקבוצה  S   יש סביבה פתוחהU   כך

Sשהקבוצה   U  היא טלאי חלקd  הים של שקילות זאת שקול לאבח9.ג.7־ממדי. אחד הכיוו .  

dיהיו  טעת עזר: k  טבעיים. תהיS  קבוצה ב־kR. :אים הבאים שקוליםשלושת הת  

  ־ממדית.dהיא יריעה חלקה   Sהקבוצה    א.

aלכל    ב. S   יש סביבה פתוחהU   כך שהקבוצהS U  היא יריעה חלקהd.־ממדית  

יש משפחה    ג. iU i I של קבוצות פתוחות ב־kR מתקייםכך ש  i
i I

S U


  

iולכל   I  הקבוצהiS U  היא יריעה חלקהd.־ממדית  

1Sעל ידי כך שראה שהקבוצות דרש הלו להוכיח את תאפשר טעת העזר  U 2ו־S U  הן

  שהוגדרו בדרך הראשוה. 2Uו־ 1Uיריעות חלקות דו־ממדיות, כלומר משטחים חלקים, עם 

2Sהקבוצה   U קציה גזירה ברציפות בקבוצה פתוחה, ולפי דוגמהו, היא גרף של פוכפי שראי ,

  היא יריעה חלקה דו־ממדית, דהייו משטח חלק.  6.ג.7היא טלאי חלק דו־ממדי ולפי אבחה  7.ג.7

הקבוצה    2,0,0 ;1S  גם  18.ג.7ולכן לפי שאלה  16.ג.7היא יריעה דו־ממדית חלקה לפי שאלה

הקבוצה     12,0,0 ;1S U   1היא יריעה דו־ממדית חלקה. הקבוצהS U  שווה לקבוצה

   12,0,0 ;1S U 1, ולכןS U 1היא יריעה דו־ממדית חלקה, וכאמור, מאחר ש־S U ו־

2S U  1שתיהן יריעות דו־ממדיות חלקות ו־ 2S U U  ובע ש־ ת העזרמטעS היא יריעה דו־

  ממדית חלקה, דהייו היא משטח חלק. 

 
  אפשר גם לחשב במפורש  2

       
 

 
2 2

32 2
22 2

2 2 1

3 2 2
22 2

3 , 0

, ,
1 , 1

1

x y

x y x y
x y

g x y f x y x y
x y x y

x y




  


    

     

  

 אבל החישוב הזה מיותר. 
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1Sאעיר עוד שיתן גם להוכיח ש־ U ה  היא טלאי חלק דו־ממדיש־  9.ג.7ולהסיק ישירות מאבח

S .היא משטח חלק  

    הוכחת טעת העזר:

aלכל קודה   11.ג.7אם טעה א כוה אז לפי משפט  S  יש סביבה פתוחהU  כך שהקבוצה

S U  היא טלאי חלקd ההקבוצה    6.ג.7־ממדי, ולפי אבחS U   היא יריעה חלקהd  .־ממדית

  זה מראה שטעה ב ובעת מטעה א.

aאם טעה ב כוה אז לכל   S  יש סביבה פתוחהaU   כך שהקבוצהaS U   היא יריעה חלקה

d ־ממדית, ולכן aU a S  היא משפחה של קבוצות פתוחות כך שלכלa S   הקבוצה

aS U  היא יריעה חלקהd ־ממדית ובבירורa
a S

S U


 . .ה בובעת מטע ה גזה מראה שטע  

aאם טעה ג כוה, אז לכל   S  מתקייםi
i I

a U


  ולכן ישi I כך ש־ia S U   והקבוצה

iS U  היא יריעה חלקהd יש סביבה פתוחה   11.ג.7־ממדית. לפי משפטV של a כך ש־

iS U V   היא טלאי חלקd.אם כן, לכל   ־ממדיa S  ו סביבה פתוחההראיiU U V  

Sכך ש הקבוצה   a של U  היא טלאי חלקd ההקבוצה  11.ג. 7־ממדי, ולפי טעS   היא יריעה

  ־ממדית. זה מראה שטעה א ובעת מטעה ג.dחלקה  

הראיו שמטעה א ובעת טעה ב, שממה ובעת טעה ג ושממה ובעת טעה א, ולכן שלוש  

  ְהטעות שקולות זו לזו.

    .דו־ממדי חלק. סו להוכיח זאתהיא טלאי  Sהקבוצה   ערה ואתגר:הלבסוף, 
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  קודות)  20(  4שאלה 

  שתי תכוות: ת, בעלkRב־ת ־ממדיd החלק יריעה Sהי ת

. כל קרן שקודקודהּ ב־1 0 k  קודה אחת של מכילה לכל היותרS .  

a. לכל קודה  2 S  קודההמרחב המשיק בa ל־S  ו מכיל אתאי 0 k.  

Sתהי   יים שקודקודן ב־איחוד כל הקר 0 k קודה מ־ שמכילותS לא כולל , 0 k :ועצמה, דהיי

   0
a S

S ta t


    

1dהראו שאם  k   כלומר)S   היא משטח־על) אזS  היא קבוצה פתוחה .  

  פתרון 

bתהי  S מצאת על קרן שקודקודהּ ב־ היא . 0 k   ושעוברת באיזושהיa S 0, ולכן יש    כך

bש־ aכדי להראות ש־ .S  ראה שהיא מכילה סביבה שלהיא קבוצה פתוחה די ש b.  

aאם  S  יש סביבה פתוחה   11.ג.7אז לפי חלק ג של משפטU  שלa כך ש־S U   היא טלאי

:ו־ dRפתוחה ב־  חלק. לכן יש   kh  R  שהיא הומאומורפיזם מ־ ל־S U ושהיא גזירה ,

k. זאת מטריצה d היא Jhדרגת המטריצה  ולכל  ברציפות ב־  d  שעמודותיהָ בלתי־

  תלויות ליארית.

  מתקיים  8.ד.7לפי אבחה  לכל       T d
hT S vJh v  R 

  . TJhשזה מרחב השורות של המטריצה 

המרחב המשיק בקודה  4.ד.7לפי הגדרה  h  ל־S הוא:       hA h T S   

תון ש־  0 k A ולכן:       hh T S  

 2.ד. 7לפי טעה    hT S  ארי הואולכן גם: מרחב לי       hh T S  

אז  h    ו במרחב השורות של המטריצהאיTJh ולכן , Th   ו במרחב העמודות שלאי

  .Jhהמטריצה  

גדיר  0,    קציהופו: kf  R :על ידי     : ,f t t h   

כמובן  h S  קודה  ולכןה t h  מצאקודה של   ת על קרן שקודקודהּ בראשית ומכילהS  

ולכן  ,f t S  .אז  f S   .  

ולכל   גזירה ברציפות ב־ fהפוקציה   ,t  מתקיים:      T
,tJf tJh h  

בלתי־תלויות   tJhבלתי־תלויות ליארית ולכן גם עמודות המטריצה  Jhעמודות המטריצה  

  ליארית. הוקטור  Th   ה במרחב העמודות שלאיJh  שהוא גם מרחב העמודות של

1d לכן. tJhהמטריצה    המטריצה של עמודותה      T
,tJf tJh h   בלתי־תלויות הן

1dהיא  ליאריות, ודרגתהּ  .כלומר דרגתהּ מלאה  
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1dהוא משטח־על, כלומר אם  Sאם  k    1אזd k    והמטריצה ,tJf    היא מטריצהk k  

לכן הפוקציה הליארית  הפיכה.מטריצה עמודותיהָ בלתי־תלויות ליארית, כלומר היא  kש־

 ,tDf    .הפיכה  

כזכור מהתחלת ההוכחה   a S U h    ו־b a אז יש .  כך ש־ a h  :ומתקיים

     ,f h a b        

שהיא סביבה פתוחה של   גזירה ברציפות ב־ fהפוקציה   ,  ארית וקציה הליהפו

 ,Df   קציה ההופכית (משפט . הפיכהסביב ) יש 4.א.7לפי משפט הפו ,    כדור פתוח

B   כך ש־ f B .קבוצה פתוחה    

אז  f B ל  היא סביבה ש ,f    כלומר שלbמתקיים:, ו     f B f S    

bהראיו שלכל   S  יש סביבה שמוכלת ב־S  ולכן ,S   .היא קבוצה פתוחה    
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 קודות)  20(  5שאלה 
0יהי    3ותהי:f R R :שמוגדרת על ידי   , ,x y z xyz  

יש ערך מזערי וערך מרבי בקבוצה  fהראו של־ 

      3 6 6 6, , 0, , 3A x y z x y x y z        

  .)   (התוצאה תלויה במספרבקבוצה זאת.  f  ומצאו אותם ואת כל קודות הקיצון של

  פתרון 

  היא קבוצה סגורה. Dהקבוצה   25.ד.2לפי מסקה 

אם  1 2 3, ,x x x x D    0אזix   1,2,3עבורi   6וגם 6 6 6 6
1 2 3 3 2ix x x x      ולכן 0,2ix .  

לכן  30,2D  ובפרטD  קציההיא קבוצה חסומה. הפוf  ומית ולכן רציפה ב־פוליD   ולפי

  . מצא אותם.Dערך מזערי וערך מרבי ב־ f) יש ל־ 4.א.6משפט ויירשטראס (משפט 

ראשית ברור שלכל   , ,x y z D  מתקיים   , , 0 0,0,0f x y z xyz f    ו־ 0,0,0 D ולכן ,

, והוא מתקבל בכל קודה שבה 0הוא  Dב־ fהערך המזערי של  , , 0f x y z    ו בכלדהיי

0xyzשבה  Dקודה ב־ קודות ב־ואלה ה ,D  ובדיקה פשוטה  0שלפחות אחד משיעוריהן הוא ,

היא: Dב־ fמראה אם כך שקבוצת קודות המיימום של 

               2 6 6 6 60 , 0, 3 , 0 , 3 0y z y z x y x y x y            

aיש , כי Dב־ fאף אחת מהקודות האלה איה קודת מקסימום של  D כך ש־  0f a    ולכן

  3. בהכרח חיובי Dב־ fהערך המרבי של 

מתקיים  Dבכל קודה פימית של  , , 0f
x x y z yz
     ולכן   , , 0,0,0f x y z   ולכן זאת ,

היא סביבה של כל קודה   Dקריטית, ולכן גם איה קודת קיצון מקומית, ומאחר ש־איה קודה 

. לכן כל קודות המקסימום של Dב־ fפימית שלה, קודה פימית שלה איה קודת קיצון של  

f ב־D   קודות שפה של הןDוקודות שאף אחד משיעוריהן אי ולכן הן  0 , וכאמור הן גם ,

מצאות בקבוצה   30, D .  ה25.ד.2לפי מסק  

       
     

6 6 6, , 3 , ,

, , 0 , , 0

D x y z D x y z x y z D x y

x y z D x x y z D z

        

     

  

  כולן בקבוצה: Dב־ fולכן קודות המקסימום של 

          3 6 6 60, , , 3 , ,D x y z x y z x y z x y         

 
6למשל יקח   3

36
2

t
 

 ו־ , ,a t t t  אז  3 0f a t  ו־a D  :כי     6 6 6 6 62 3t t t t       



 

 12  13ממ"ן  \   2025 \  20224

1תוכלו לבדוק שהקבוצה הזאת שווה לאיחוד  2 3A A A  :כאשר  

  

    
    
    

3 6 6 6
1

3 6 6 6
2

3 6 6 6
3

, , 0, , 3

, , 0, , 3

, , 0, , 3

A x y z x y x y z

A x y z x y x y z

A x y z x y x y z







      

      

      

  

, אז היא קודת מקסימום של iAמצאת בתת־קבוצה  Dבקבוצה  fאם קודת מקסימום של 

f ב־iA קודות הקיצון בכל אחת בדוק מה יכולות להיות . .משלוש הקבוצות האלה  

  וכל להציג בצורה 1Aאת הקבוצה   6 6 6
1 1, , 3A x y z U x y z      

  עם:    3
1 , , 0,U x y z x y     

  . 24.א.2יחד עם חלק ב של טעה  23.ד.2פתוחה. זה ובע למשל מחלק א של מסקה  1Uהקבוצה  

3תחת האילוץ  fהיא קודת קיצון מקומי של  1Aב־ fלכן קודת מקסימום של     כאשר

  6 6 6, ,x y z x y z    קבל שאם  11.ה. 7. ממשפט (ז׳כופלי לגר) , ,a x y z   קודת היא

  המקסימום הזאת אז הקבוצה          5 5 5, , , , 6 ,6 ,6f a a yz xz xy x y z    

5  תלויה ליארית. זאת קבוצת השורות של המטריצה  5 56 6 6
yz xz xy
x y z

 
 
 

  

2, ולכן כל תת־מטריצה 1 ולכן זאת מטריצה שדרגתה לכל היותר 2  גולרית. לכןשלה היא סי

  למשל מתקיים:

 
5 5

6 6 6 6

det 0
6 6

6 0

yz xz
x y

z y x y x y x

 
 

 

     

  

  בוסף מתקיים:

 
5 5

6 6 6 6

det 0
6 6

6 0

xz xy
y z

x z y z y z y

 
 

 

     

  

x אז y z  וכן    6 6 6 63 , , 3x y z x y z x       

1x ומכאן y z   :ולכן     , , 1,1,1a x y z   

xאם ורק אם מתקיים  1Aב־ מצאתקודה זאת  y  1כלומר .  

 .  וכל למשל להציג אותה בצורה 2Aעבור ל־   2 2, , 0A x y z U x y     

  עם:    3 6 6 6
2 , , 0, 3U x y z x y z       

  . 24.א. 2יחד עם חלק ב של טעה  23.ד.2פתוחה, למשל לפי חלק א של מסקה  2Uהקבוצה  

0תחת האילוץ  fהיא קודת קיצון מקומי של  2Aב־ fלכן קודת מקסימום של     כאשר

 , ,x y z x y   קבל שאם  11.ה. 7. ממשפט (ז׳כופלי לגר) , ,b x y z   קודת היא
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  המקסימום הזאת אז הקבוצה          , , , , 1, ,0f b b yz xz xy      

  תלויה ליארית. זאת קבוצת השורות של המטריצה 
1 0
yz xz xy


 
 

 
  

2, ולכן כל תת־מטריצה 1 ולכן זאת מטריצה שדרגתה לכל היותר 2  גולרית. בפרטשלה היא סי

0  למשל  det
1 0
yz xy

xy
 

   
 

  

0xולכן    0אוy   בסתירה לכך ש־  2, ,b x y z A  אין ל־. לכןf קודת מקסימום ב־2A .  

  . כזכור:3Aב־ fבדוק את האפשרות שיש קודת מקסימום של 

      
        

3 6 6 6
3

3

, , 0, , 3

, , 0, , , 3, , , 0

A x y z x y x y z

x y z x y z x y z



 

      

    

  

הקבוצה   30, קודה ב־ 3פתוחה ולכן היא סביבה של כלA  קודת המקסימום המבוקשת ולכן

תחת זוג האילוצים   fהיא קודת קיצון מקומי של  3, 0   אם 11.ה. 7. לפי משפט ,

 , ,c x y z   קודת הקיצון הזאת, הקבוצה היא      , ,f c c c     .אריתתלויה לי  

  הגרדיאטים האלה הם:    

   
 

5 5 5 5 5 5

1 1 1, , , ,

6 ,6 ,6 6 , ,

1, ,0

f yz xz xy f x x y z

x y z x y z

 

     
 

  

  

  

5  התלות הליארית בייהם מחייבת: 5 5

1 1 1

0 det
1 0

x y z
x y z



 
 
 

  
 

  
 

  

בוסף  0 , ,x y z x y     ולכןx y :ולכן  

  

 
 

 

5 5 5

55 5 5

6 6 66 6 6 6 6

1 1 1
1 11 1

0 det det det
1 0

2 1

y y z
y zy zy y z

y z y z

z yz y z y
yz yz yz


 





 
 

   
                  

 
 

  
  

  

ולכן 
66 61

2z y כמוכן .      6 666 6 6 6 6 61 1
2 23 , , 3x y z x y z y y y y                
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6  ולכן  6 6
6 6 6

6
6 6

2 2 2
1 1 1
1 1 12

y y x

z y z


  



    
  


    

  

  ומכאן:   6 6
6 6

2 2, , , ,1
1 1

c x y z 
 

 
      

  

1אם  בסך הכל קיבלו ש   קודת מקסימום שלf ב־D קודותחייבת להיות אחת מבין שתי ה 

 1,1,1a  6ו־ 6
6 6

2 2, ,1
1 1

c 
 

 
     

. הערכים של הפוקציה בקודות האלה הם:

  

   

 
3

36 6 6 6 3
6 6 6 6 6 6

1,1,1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2, ,1 1
1 1 1 1 1 1

f a f

f c f   
     

    

 
             

  

  כעת: 

   

26 3 3 6 3

3
33

6

1 2 1 0 1 2

2 1 1
1

f c f a

    




       

    


  

1ולכן אם    הערך המרבי שלf ב־D  הוא  1f a   קודת המקסימום היחידה שלוf ב־D 

היא  1,1,1a .  

0אם  1  קודת המקסימום של אז לפ וי ממצאיf ב־D  יכולה להיות רקc  כיוון שידוע ,

6, בהכרח Dקודת מקסימום ב־ fשיש ל־  6
6 6

2 2, ,1
1 1

c 
 

 
     

היא קודת המקסימום  

  הוא: Dב־ fוהערך המרבי של  Dב־ fשל  
3

3
6

2
1

f c 





  

ואת כל  Dב־ fמצאו את הערך המרבי של  בזאת הסתיים פתרון השאלה: לכל ערך חיובי של  

  רק קודת מקסימום אחת). ההיית(בכל המקרים  Dב־  fקודות המקסימום של  

1כאשר   הערה:   קודהגם הa  קודהוגם הc מצאות ב־D  ומתקיים   f a f c.  לכן גם

a גם וc  קודות מקסימום של הןf ב־D זה לא סותר את הממצא שבכל המקרים יש רק .

1קודת מקסימום אחת, שכן אם     אזa c זה לא בא לידי ביטוי בחישוב שכן במקרה זה .

1a A. 


