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  12ממ"ן  מתווה לפתרון 
 1א2025  סמסטר:  3חשבון איפייטסימלי  – 20224  הקורס:

 קודות   2  משקל המטלה:  6–3 יםפרק  חומר הלימוד למטלה:

 קודות)  20(  1שאלה 

f:3הפוקציה   R R  התו  עבור   , , 0,0,0x y z  על־ידי   
2 2

8 6 4, , x yzx y z
x y z 

  

כן ו 0,0,0 0f  קודות בהןקבעו מהן כל ה .f .ה גזירהקודות בהן היא איגזירה, ומהן ה  

  פתרון 

(זה ובע למשל   3R המוה והמכה הם פוקציות פוליומיות והן גזירות בכל המרחב האוקלידי

, היא fהמה שלהם, דהייו    ) 16.א.3(לפי חלק ג של שאלה  ). לכן16.א.3מחלקים א ו־ב של שאלה 

  גזירה בכל קודה שאיה fפוקציה גזירה בכל קודה שבהּ המכה איו אפס, דהייו  0,0,0.  

היא איה גזירה ב־ 0,0,0  .ויש מגוון דרכים להראות זאת  

עבור  דרך אחת:   , , 0,0,0u a b c   0ולכלt  :מתקיים

           
     
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0aבפרט אם     0אוb    0אוc   אז לכלtR  מתקיים   30 ,
| 0

u
f t  :ולכן    30 0u f   

  : אז                        
1 2 3

3 3 3 3 3 3 30 0 , 0 , 0 0 , 0 , 0 0,0,0f f f
e e ex y zf f f f  

          

1aלפי הוסחה דלעיל עם כמוכן,  b c   עבור , 1,1,1u  מתקיים     3 4 20 ,
|

1u

tf t
t t


 

  

  ולכן:      
       3 3

3
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גזירה ב־ fמצד שי, אם  30  3לכל  9.ב.3אז ממשפטuR  :מתקיים

         3 30 0 0,0,0 0u f u f u       

איה גזירה ב־ fלה יקיבלו סתירה, ולכן ביגוד להחת השל  0,0,0.  

איה רציפה ב־  fאם וכיח ש־   דרך וספת: 0,0,0  הה גזירה שם. 10.א.3אז לפי מסקהיא אי  

רציפה ב־ fיח בשלילה ש־ 0,0,0  הקציה  7.ה. 2. אז לפי טעהפו 2 2, ,t f t t t  0רציפה ב־.  

  אבל:   
   

 
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 קודות)  15(  2שאלה 
בשאלה זאת תוכיחו ״כלל גזירה״ עבור פעולת כפל מטריצות, המכליל את ״כלל המכפלה״  

  : הוסחה לגזרת של מכפלת פוקציות גזירות.1מהקורס חשבון איפייטסימלי 

,יהיו   , ,k l m n  מספרים טבעיים, ותהיkaR.  

ל־  kRפוקציה חלקית מ־ fתהי  l mM  R  קודהשגזירה בa.  

ל־  kRפוקציה חלקית מ־ gתהי  m nM  R  קודהשגזירה בa.  

גדיר    :p x f x g x  .(הפעולה היא כפל מטריצות)  

ל־ kRהיא פוקציה חלקית מ־ pהפוקציה   l nM  R.  

ושמתקיים  aגזירה בקודה  pהוכיחו ש־          a a aDp h f a Dg h Df h g a   לכלkhR.  

  :  15.ז. 3הדרכה: פעלו בדומה לפתרון חלק ג של שאלה 

הגדירו את הפוקציה      : l m m n l nM M M    R R R   על־ידי : ,X Y XY    .(פעולת כפל מטריצות)  

הראו שהיא גזירה ומצאו את     , ,A BD H K   עבור כל , l mA H M  R   וכל , m nB K M  R .  

הראו ש־ ,p f g   .והשתמשו בכלל השרשרת  

ABתוכלו להיעזר בדרך בוסחה   A B   עבור l mA M  R ־ ו m nB M  R   ה מוכחת בספרכם  שאיאי)

  דרשים לכלול הוכחה שלהּ במסגרת פתרון השאלה). 

  פתרון 

לכל       , l m m nA B M M  R R ו־     , l m m nH K M M  R R :מתקיים

           
   

, , ,A B H K A H B K A H B K

A B K H B K AB AK HB HK

       

       

  

הפוקציה   ,H K AK HB אריתקציה לי12.ב.1(בִּדקו בעזרת תזכורת   היא פו( .  

  וכיח שמתקיים:   , ,A BD H K AK HB    

  ובכן:
        
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   
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


    

 

  

HKבאי־שוויון האמצעי השתמשו ב־ H K  .ו בספרו ואישלא הוכח  

־השתמשו גם ב  2 2,H K H K   ה2) וב־ 6.ד.1(אבח 2 2K K H K  .  

  לכן 
        

     , 0 ,0

, , ,
0
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A B H K A B AK HB
H K
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 


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  

גזירה בקודה  הפוקציה   1.ו.3ולפי הגדרה  ,A B :ומתקיים     , ,A BD H K AK HB    
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עבורו קיימים  kxRלכל   f x  וגם g x מתקיים            ,p x f x g x f x g x   

ולכן  ,p f g  האיסוף  13.ז. 3. לפי שאלה ,f g  קודהקציה גזירה בהיא פוa  ומתקיים

   , ,a aaD f g Df Dg.  

גזירה בכל קודה ובפרט בקודה  הפוקציה         , ,f g a f a g a.  

לפי כלל השרשרת מתקיים

                , ,, , ,a a af g a f a g aaa
Dp D f g D D f g D Df Dg        

  :לכןו                   , ,a a a a af a g aDp h D Df h Dg h f a Dg h Df h g a    

ABבדרך (השתמשו באי־שוויון  הערה:  A B  כאשר ,Aו־B הן שתי מטריצות ו־AB  היא

  להלן הוכחה שלו: .מכפלתן. אי־שוויון זה איו מוכח בספר

 
יח ש־  k mA M  R ו־ m nB M  R  אז מוגדרת המכפלה . k nAB M  R סמן ב־ .ia   את

Tוב־ Aשל המטריצה   iהשורה ה־ 
jb  את העמודה ה־j   של המטריצהB  אז .ia ו־jb  הם וקטורי

. לפי הגדרת כפל מטריצות הרכיב ה־mRשורה ב־  ,i j   של המכפלהAB  :הוא

       , , ,
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m

i ji j i l l j
l

AB A B a b


    

iשוורץ  –לפי אי־שוויון קושי j i ja b a b  .  

  אז:    
,

2 2 22 222
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       
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1 1 1 i l
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i
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a A A
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  ובדומה 
,

2 2 2

1 1 1 l j

n n m

j
j j l
b B B

  

    

2ולכן  2 2AB A B   ומכאןAB A B .  

ABשימו לב גם שמהאי־שוויון   A B   ובע מידית האי־שוויון  1 2 1 2n nA A A A A A   

1כל עוד המכפלה  2 nA A A  .(דוקציהההוכחה באי) מוגדרת  
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 קודות)  15(  3שאלה 
מספרים טבעיים ותהי  nו־ kיהיו     : k k k kf M M R R   המוגדרת על ידיnX X .

־ובע שזאת פוקציה פוליומית ולכן היא ודאי גזירה ב  6.י.1מדוגמה  k kM  R.  

הראו ש־  1n
XDf I nX    לכל k kX M  R  כאשר ,I  .היא מטריצת היחידה  

  תוכלו להיעזר בשאלה הקודמת, או לחילופין לפעול בדרך ישירה יותר. 

  פתרון 

  . 2, ואחת שאיה עזרת בשאלה 2ראה שתי הוכחות. אחת שעזרת במה שהוכח בשאלה  

  השאלה הקודמת: הוכחה ללא עזרת 

  פוליומית.  fאפשר להסיק שהפוקציה    6.י.1מדוגמה 

  מהגזירות ובע שמתקיים לכן היא גזירה.
     

0 0
k k

X
H

f X H f X Df H
H 

  
  

  : 11.ה.2ולפי טעה 
     

0 0X
t

f X tI f X Df tI
tI 

  
  

היא פוקציה ליארית, ולכן  XDfהפוקציה     X XDf tI tDf I.  

XtIמתחלפות זו עם זה (  tIו־ Xהמטריצות  tIX tX :ולכן  (

      1 2 2
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   
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         

   
   

כמוכן   nf X X :ולכן

  
        
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n n i i

X
i

n
t nX Df I t t X
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tI tI
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t nX Df I t t X

i
t I

n
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  



  



  


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 
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 
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    
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  אז:   1 2
0

2
0

n
n n i i

X k kt
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n
nX Df I t t X

i
  




 
   

 
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2    בוסף מרציפות: 2
0
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0 0 0
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   
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     
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  ולכן:    1 2 1
0

2

n
n n i i n

X Xt
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n
nX Df I t t X nX Df I
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   
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
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    

 
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ומיחידות הגבול  1 0n
XnX Df I   ודהיי :    1n

XDf I nX   
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  הוכחה בעזרת השאלה הקודמת: 

:סמן  n
nf X X וכיחדוקציה  , ודרשבאיו  את הדהיי ,    1n

n XD f I nX .  

0היא קבועה ולכן   0fהפוקציה   0Df   קציה1. הפו :f X X   קציית הזהות, והיאהיא פו

 4.ו.3ליארית, ולכן לפי דוגמה  1 1XD f f :ולכן        0
1 1 1XD f I f I I X    

1מתקיים  1n nf f f   :ולכן לפי השאלה הקודמת

                 1 1 1n n nXX XD f I f X D f I D f I f X    

יח כהחת אידוקציה ש־     1n
n XD f I nX  :ואז ,

       1 1
1 1n n n

n XD f I X I nX X n X 
      

  .n  והטעה ובעת באידוקציה על

גזירה בכל  nfהטיעון האידוקטיבי הזה, בשיוי קל, מראה גם ש־ הערה: k kX M  R.  
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  .4מכלילות משפטים מסויימים מפרק שתי השאלות הבאות 

 קודות)  20(  4שאלה 
פוקציה סקלרית המוגדרת ורציפה בקבוצה  fתהי   .א ,c dR תהי . : 0,  R   שעבורה

האיטגרל המוכלל   x dx



   ס ולכלמתכ   , ,x t c d R :מתקיים     ,f x t x  

הפוקציה הוכיחו ש  : ,F t f x t dx



  מוגדרת ורציפה בקטע ,c d.  

1kהמוגדרת ורציפה בכל המרחב האוקלידי  פוקציה סקלרית fתהי   .ב k  R R R .  

תהי  : 0,  R   טגרל המוכללשעבורה האי x dx



   ס ולכלמתכxR ו־kyR

  מתקיים:    ,f x y x  

הפוקציה הוכיחו ש  : ,F y f x y dx



 מוגדרת ורציפה בכל המרחב האוקלידי kR .  

.  3.ד.4בטעה אפשר לסות להיעזר הוכחה . במקום לחזור על ה3.ד.4טעה   הוכחתלחקות את  לסות הדרכה: אפשר 

  להועיל. יכולה   7.ח.2גם טעה 

  פתרון סעיף א 

האיטגרל המוכלל  מהתכסות  x dx



 טגרלים המוכלליםי האיסות שובעת התכ :

   
0

x dx


 ו־ 
0

x dx

 

כמוכן    
0

0

x dx x dx 




   :טגרל המוכללס האיכלומר מתכ   
0

x dx


   

  הפוקציה  3.ד. 4לפי טעה  1
0

: ,F t f x t dx


  

מוגדרת ורציפה בקטע  ,c d.  

סמן    : , ,g x t f x t אז כמובן .g  קציה סקלריתהמוגדרת ורציפה בקבוצה  פו ,c dR ,

ולכן גם בקבוצה     0, ,c d  לכל . ,x t :בקבוצה זאת מתקיים       , ,g x t f x t x     

האיטגרל המוכלל   
0

x dx


  הס, ומטעקציה  3.ד. 4מתכובע שהפו   2
0

: ,F t g x t dx


  

מוגדרת ורציפה בקטע  ,c d  קציה1. אז גם הפו 2F F  מוגדרת ורציפה ב־ ,c d .  
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לכל   ,t c d  מתקיים             

       

1 2
0 0 0 0

0

0

, , , ,

, , ,

F t F t f x t dx g x t dx f x t dx f x t dx

f x t dx f x t dx f x t dx F t

   

 

 

     

   

   

  

  

ה ב־ רציפמוגדרת ו Fולכן  ,c d .  

  פתרון סעיף ב 

מעידה רק על רציפות של   3.ד. 4משתים, ואילו טעה   kרציפות של פוקציה ב־  להוכיח דרש כאן

פוקציות של משתה יחיד. לכן לא יתן לצל אותה באופן ישיר כמו בסעיף א. אפשר להוכיח את 

. במקום זה לך בדרך מתוחכמת מעט, שעזרת בטעה 3.ד. 4הטעה על ידי חיקוי הוכחת טעה 

פוקציות של   הרבה משתים מרציפות של kפוקציה של  ה את הרציפות של  ובעזרתהּ סיק 7.ח. 2

  . 3.ח. 2שמוגדרת בספר לפי טעה  aעשה שימוש בקבוצת מסילות  7.ח.2בטעה  משתה אחד.

היא מסילה  aבקבוצה   מסילה  : 1,1 k   R  המקיימת 0 a  דרש שם ש־ וסףב .

 t a   0אםt .  וכיח שלכל מסילה אםa   קציההפוF   אז0רציפה ב־ ,

            0 0 0tF t F F F a       

מתקיים  7.ח.2ולפי טעה    x aF x F a כלומר ,F קודהרציפה ב a.  

a. תהי kaRובכן, תהי  .  גדיר : 1,1g   R R :על־ידי      : , ,g x t f x t  

רציפה בקבוצה   gאז  1,1 R  .קציות רציפותכהרכבה של פו  

לכל     , 1,1x t   R :מתקיים        , ,g x t f x t x    

לכן לפי סעיף א הפוקציה   : ,G t g x t dx



  מוגדרת ורציפה בקטע 1,1.  

לכל   1,1t  :מתקיים              , ,G t g x t dx f x t dx F t F t  
 

 

       

מוגדרת בקודה  F(בפרט זה מראה שהפוקציה  0a .(  

aקיבלו אם כן שלכל     קציההפוF   ובע ש־ 0רציפה ב־ וכאמור מכך ,F   רציפה

  .kRרציפה ב־ Fולכן  kaR. זה כון לכל קודה a בקודה

שצויה לעיל, מסתמכת גם על  aאכן מוגדרת בכל קודה  F(שימו לב שהעובדה שהפוקציה  

aהעובדה הפשוטה ש־  .(    
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 קודות)  0 –רשות (  5שאלה 
1kפוקציה סקלרית שמוגדרת וגזירה ברציפות בכל המרחב האוקלידי  fתהי  k  R R R ,

  התאים  האלה:ומתקיימים 

   לכלkxR   טגרל המוכללהאי ,f x y dy



 .סמתכ  

  קציהיש פו: R R   טגרל המוכללכך שהאי y dy



 .סמתכ  

   לכלkxR ו־yR  מתקיים   ,f x y y .  

הראו שבהחות אלה הפוקציה   : ,F x f x y dy



  גזירה ברציפות ב־kR  וכן לכלkxR 

ולכל   1, ,i k  :מתקיים     ,
i i

F fx x y dyx x





 


   

  פתרון 

, הרחבתו לכלול איטגרלים על כל הישר בדרך דומה 4.ד.4פתרון שאלה זאת בוי על משפט 

לפתרון סעיף א של השאלה הקודמת, ושימוש בחלק ב של השאלה הקודמת כדי לקבל את רציפות 

  10.ד.3מטעה ו שממה, F, כלומר גזירות חלקית ברציפות של Fכל הגזרות החלקיות של  

  .Fובעת הגזירות ברציפות של 

רצה פוקציה של שי משתים, שתתקבל על ידי ״קיבוע״ כל   4.ד.4כדי להשתמש במשפט 

ב־ yהאחרון ( יהיה המשתהפרט לשיים מהם, שאחד מהם  fהמשתים של   ,f x y.(  

  גדיר פוקציה כזאת:    1 1 1: , , , , , , , ,i i kg y t f x x t x x y     

  ואז יהיה:   1 1 1, , , , , , ,i i kF x x t x x g y t dy


 


    

 x של iכדי לא לחזור שוב ושוב על הסימון המסורבל הזה, שמהותו היא החלפת השיעור ה־ 

  גדיר סימון חסכוי יותר:א, t בערך 1 1 1, , , , , ,
i t i i kx x x t x x
      

  למשל:שימו לב שבפרט  
 
 

1

2

2

1 3

1 1

, , ,

, , , ,

, , ,

t

t

k t

k

k

k

x t x x

x x t x x

x x x t





 













  

2kוכן למשל אם     אז 
1 2,
t
x t x

  ו־ 

2 1,
t
x x t

  1, ואםk   אז פשוט

1 t
x t

.  

  ובכן בסימון הזה מגדירים:   : , ,
i t

g y t f x y


  

תמיד  
i xi
x x


   הצבת)ix במקום השיעור ה־i   שלx   ת כמובן אתותx   .(עצמו  

  מתקיים: בפרט     , , ,
i xi

ig y x f x y f x y


   
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מתקיים   tRלכל  
i t

kx

R  תוןולפי ה     , ,

i t
g y t dy f x y dy



 

 

   

  הוא איטגרל מתכס.

בפרט ובע שהאיטגרלים  
0

,g y t dy


 ו־ 
0

,g y t dy

  סים עבור כלמתכtR.  

מתקיים גם     , ,
i ti

g fy t x yt x 

 


 
  ולכן:        , , ,

i t i ti

g fy t x y f x y yt x 
 

 
   

 
  

האיטגרל המוכלל   
0

y dy


  ס כיטגרל המוכלל  מתכהאי y dy



 .סמתכ  

, שהפוקציה4.ד.4אם כך מתקיימים כל התאים המאפשרים להסיק, בעזרת משפט 

   
0

: ,G t g y t dy


  

גזירה בקטע  ,c d  כלשהו (ולכן גזירה ב־R ושלכל ,(t  :מתקיים     
0

,gG t y t dyt

 
 

  

  שים לב כעת שמתקיים:     
0 0

, ,
i t

G t g y t dy f x y dy


 

    

  אם סמן 1
0

: ,F x f x y dy


  

אז    1 i t
G t F x


 ו־   1

i ti

F
G t xx 


 


  tR.1לכל  

  לכן        1

0 0

, ,
i t i ti i

F g fx G t y t dy x y dyx t x 

   
  

     

אז כאמור קודם   tבמקום   ixובפרט אם ציב 
i xi
x x


 קבל:ו     1

0

,
i i

F fx x y dyx x

 


   

גם האיטגרל  
0

,g y t dy

  ס עבור כלמתכtR טגרלטגרל זה שווה לאיואי , 

0

,g y t dy


 ,

  כלומר גם זה איטגרל מתכס. גדיר:    : , ,h y t g y t  

אז  
0

,h y t dy


  ס עבור כלמתכtמתקיים גם .       , , ,
i ti

h g fy t y t x yt t x 

  
   

  
  

  ולכן:       , , ,
i t i ti

h fy t x y f x y yt x 
 

 
      

 
  

  

  מתקיים    1       1 , 1 1|
ii t

x e ii t i t h
F h F x he F x G t h

   
      

  ולכן:    
         1 1 , 1 ,

1 0 0

| | 0
lim lim

i i
i t i t

ii

x e x eF
ex h hi t i t

F h F G t h G t
x F x G th h

 


   

  
      
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האיטגרל המוכלל   
0

y dy


  ס כיטגרל המוכלל  מתכהאי y dy



   ס ומכאןמתכ

שמתכס האיטגרל המוכלל  
0

y dy

  ששוה ל־ 

0

y dy


.  

, שהפוקציה4.ד.4אם כך מתקיימים כל התאים המאפשרים להסיק, בעזרת משפט 

   
0

: ,H t h y t dy


  

גזירה בקטע  ,c d  כלשהו (ולכן גזירה ב־R ושלכל ,(t  :מתקיים     
0

,hH t y t dyt

 
 

  

  שים לב כעת שמתקיים:       
0

0 0

, , ,
i t i t

H t g y t dy f x y dy f x y dy
 

 



        

  אם סמן 
0

2 : ,F x f x y dy

  אז   2 i t

H t F x


   לכלtו־ ,   2
i ti

F
H t xx 


 


.  

  לכן          
0

2

0 0

, , ,
i t i t i ti i i

F h f fx H t y t dy x y dy x y dyx t x x  

 



   
    

       

 קבל tבמקום   ixובפרט אם ציב 
i xi
x x


 ולכן:     
0

2 ,
i i

F fx x y dyx x


 


   

kxR  לכל             
0

1 2
0

, , ,F x f x y dy f x y dy f x y dy F x F x
 

 

        

ומתקיים: ix  גזירה חלקית לפי Fולכן 

             
0

1 2

0

, , ,
i i i i i i

F FF f f fx x x x y dy x y dy x y dyx x x x x x

 

 

    
    

         

  .kRגזירה חלקית לפי כל אחד מהמשתים בכל קודה ב־  Fעד כה קיבלו ש־

גזירה ברציפות בכל המרחב, ולכן כל אחת מהגזרות החלקיות   fכעת, 
i

f
x



. רציפה בכל המרחב 

לכל   ,x y   מתקיים     , ,
i

f
x x y f x y y
     טגרלוהאי y dy




 .סמתכ  

עם  חלק ב של השאלה הקודמת בממ״ן זהההחות של כל ות אפוא מתקיימ
i

f
x

  במקוםf ,

. לכן מתקיימת גם מסקת סעיף ב של השאלה yו־ x, ובהחלפת תפקידים בין במקום   עם 

  הקודם, שבסימוים אלה אומרת שהפוקציה ,
i

f
xx x y dy






  קציה רציפה ב־היא פוkR.  

ראיו שהפוקציה הזאת היא 
i

F
x



כלומר היא , kRב־רציפות  F, ולכן כל הגזרות החלקיות של 

 .kRגזירה ברציפות ב־ F הפוקציה  10.ד.3ועל פי טעה  kRגזירה חלקית ברציפות ב־ 
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,3יהיו   , ,a b u vR יח ששלושת הוקטוריםו ,, ,a b u v .אריתהם בלתי־תלויים לי  

  סמן:    A a tu t B b tv t     R R  

pהראו שיש קודות יחידות  A ו־q B  כך שהקטע שקצותיוp ו־q  הוא הקטע הקצר ביותר

  , והראו שאורכו של קטע זה הוא המספר:Bוהקצה האחר בקבוצה  Aשאחד מקצותיו בקבוצה 

    
   a b u v

u v
  


  

  פתרון 

pכל קודה  A  יתן לרשום בצורהp a xu   עם איזשהוxR קודה וכל ,q B  אפשר

qורה צלרשום ב b yv   עם איזשהוyR .  אורך הקטע שקצותיו 2ד.. 1לפי הגדרה ,p ו־q 

  הוא הביטוי:   p q a xu b yv      

כדי להראות את הדרש בשאלה ראה שיש זוג ערכים  ,x y  קבע ביחידות שעבורו מקבלש

  המבוקש בשאלה.  מספרהביטוי דלעיל ערך מזערי, ושהערך המזערי הזה שווה ל 

  פוקציה ב להשתמשיהיה יותר וח       2: ,f x y a xu b yv   

  ). 1.ז.3ומשפט   12.א.3, טעה 5.א.3שכן הפוקציה הזאת גזירה (לפי שאלה 

  . יש קודת קריטית יחידה fראשית ראה של־ 

  רשום        2 2, ,f x y a xu b yv a b xu yv g h x y          

  עם:

 

2:

: ,

g x x

h x y a b xu yv  





  

גזירה ו־ g הפוקציה  5.א.3לפי דוגמה   2g x x   3לכלxR.  

גזירה ולכל  h הפוקציה  10.ו.3לפי דוגמה   2,x y R   המטריצה ,x yJh  היא המטריצה

Tv:  ו־ Tuשעמודותיה הן    T T
,x yJh u v   

  מכלל השרשרת:            
       

T T
, , ,

T T

, ,

2 , 2 , , ,

x y h x y x yf x y Jf Jg Jh g h x y u v

h x y u v u h x y v h x y

     

     

  

 בקודת קריטית ,x y  שלf מתקיים  , 0f x y   ולכן , 0u h x y   וגם , 0v h x y  

כלומר  ,h x y ך גם ל־הוא וקטור שמאוu וגם ל־v הוקטורים .u  ו־v  ארית  בלתי־תלוייםלי

מרחב חד־ממדי  תת־, והוקטורים המאוכים להם הם  3Rולכן פורשים תת־מרחב דו־ממדי ב־

שמכיל את  ,h x y   וגם אתu v .  

0u 8.ה. 1לפי טעה  v  ולכן יש קבוע ,R כך ש־   ,h x y u v .  

  בפרט:     ,a b xu yv h x y u v xu yv u v b a              
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bזאת הצגה של  a  אריהוקטורים של כצירוף לי, ,u v u v  ה3הם בסיס של  8.ה. 1שלפי טעR ,

מהשוויון קבעים באופן יחיד. בפרט  ו־ x ,yולכן המקדמים  , 0f x y  שיעורי  ,x y 

  קודה קריטית יחידה.  fלפוקציה  קבעים באופן יחיד, ולכן 

 גם קודת מיימום מקומי היא 3.ב. 6לפי אבחה אז  2Rיש קודת מיימום ב־ fאם לפוקציה 

  . היחידה שלהּבהכרח הקודה הקריטית היא  10.ב.6ולפי משפט 

  בקודה זאת מתקיים:            

           

   

2

0 0

2

,u v u v h x y u v a b xu yv u v

u v a b u v xu u v yv u v a b u v

a b u v

u v







           

              

  




 

     
       

2,
a b u v a b u v

h x y u v u v u v
u vu v

 
     

        


  

הוא כמבוקש, והקצוות הם בהכרח  Bוב־ Aוזה מראה שאורך הקטע הקצר ביותר שקצותיו ב־ 

p a xu A   ו־q b yv B    עםx ו־y  .קבעו ביחידותש  

  15.ב. 6. אם ראה למשל שהיא קמורה, אז טעה fותר להראות שאכן יש ערך מזערי לפוקציה 

  . 2Rב־ fתבטיח שהקודה הקריטית שמצאה היא קודת מיימום של 

fובכן, ראיו ש־  g h  ו־h  .יתקציה אפיהיא פו  

T:hיהיה יותר וח לכתוב באופן כללי   x xA b  אז 10.ו.3כמו בדוגמה .xJh A.  

 ת: כלל השרשר מ        T T2 2 2 2xf x g h x Jh h x A xA b A xA A bA       

  : 10.ו.3היא פוקציה אפיית ולפי דוגמה  fאז גם     TT T2 2x xHf J f A A A A    

  : מתקיים xכי לכל , זאת מטריצה חיובית  T 2T T T T T T T 0xA Ax xA xA xA xA xA     

  .2Rקמורה ב־ f  הפוקציה  18.ב.5לפי משפט  לכן

 ישרים ובפרט הן מוגדרות יריעות חלקות. שתי הקבוצות התוות בשאלה הן 7בפרק   הערה:

יריעות חלקות חד־ממדיות. הקבוצות זרות (קודה משותפת מעידה על תלות־ליארית ביגוד  

קבוצות סגורות, ויש למרחק בין הן ישרים) ולכן  דהייולתון). הן מרחבים אפייים חד־ממדיים (

כון באופן כללי לכל שתי קבוצות סגורות).  דבר שאיוהקבוצות הסגורות האלה ערך מזערי (

בהכרח מאוך   המרחק המזערי הזה הוא כושאור שהקטע 7.ה.7אפשר לטעון כמו בשאלה  מכאן 

    .זאת בשאלה לשי הישרים ומכאן למצוא כל מה שדרש 
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צאו את כל קודות הקיצון המקומי של הפוקציה  מִ    34 4: ,f x y x y x y   לכל אחת .

, fמהקודות שמצאתם, קבעו אם היא קודת מיימום מקומי או קודת מקסימום מקומי של 

  .2Rב־ fוכן אם היא קודת מיימום או קודת מקסימום של 

  פתרון 

  כפוליום הפוקציה גזירה ומתקיים:       2 23 3, 4 3 ,4 3f x y x x y y x y      

אם  ,x y  קודה קריטית שלf  אז מתקיים   , 0,0f x y  :ולכן

  
 

     

23 3 3 3

23 3 2 2

4 3 4

0 4 3 4 12 4 3 0, 3

y x y x y x y x

x x x x x x x x

         

          
  

הקודות הקריטיות הן ולכן  0,0 ו־ 3,3.  

מתקיים: 5.ב. 5לפי טעה 

   

   

   

   
   

2 2

2 2

2

, 2

, , 12 6 6
6 12 6, ,

f f
x x y x

x y f f
x y y y

x y x y x x y x y
Hf

x y y x yx y x y

 
   

 
   

                    

  

אז  0,0
0 0
0 0

Hf
 

  
 

וזה לא ותן מידע אם   0,0 קודת קיצון.  

המטריצה   3,3
2 1

36
1 2

Hf 
 

  
 

לפי   ולכן) 14.ד.6(למשל לפי טעה היא מטריצה חיובית לחלוטין   

  הקודה 18.ד.6משפט  3,3 ימום מקומיקודת מי של היא f.  

  :בלעדיהםאבל שיקולים אלה למעשה מיותרים ואפשר להסתדר 

מתקיים      34 4 3, 2 2 4f t t t t t t t       ולכן בכל סביבה של 0,0  קודה יש ,t t  עם

0t    ועבורה   0 0,0f t f  ולכן , 0,0 קודת מקסימום מקומי הוכן יש בסביבה כמ .אי

4קודה כזאת עם  0t     ועבורה   , 0 0,0f t t f    ולכן 0,0  קודת מקסימום גם האי

הוא סביבה של  2R, כיוון ש־ 3.ב. 6לפי אבחה מקומי. אז  0,0 , הימום או היא גם איקודת מי

  .2Rמקסימום ב־

זאת קודת  3.ב.6, לפי אבחה פתוחה 2Rמאחר ש־ . 2Rקודת מיימום ב־ fראה עתה שיש ל־ 

אז היא אחת מבין   .היא קודה קריטית 10.ב.6פי משפט מיימום מקומי, ול 0,0  ו־ 3,3 . היא

איה  0,0 קודת קיצון מקומי, ולכן היא הבהכרח שאי  3,3  ולכן בפרט 3,3   קודת היא

  מיימום מקומי.

  .2Rקודת מיימום ב־ fובכן, ותר להראות שיש ל־ 
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 :  סמן  4 4: ,g x y x y

    3: ,h x y x y 

אלה פוקציות פוליומיות ולכן רציפות, ולכן יש להן ערכים מזערי ומרבי בקבוצה הסגורה 

וחסומה   0,0 ;1S  .(מעגל היחידה)  

תהי  ,a b  ימום שלקודת המיg   במעגל היחידה. אז לכל ,x y במעגל היחידה מתקיים

      4 4, , 0g x y g a b a b    

הערך המרבי של הפוקציה הרציפה   mיהי  x h x  שים לב ש־ .במעגל היחידהg   קציהפו

  , כי4 הומוגית־חיובית ממעלה         4 4 4 4 4 4, ,g tx ty tx ty t x y t g x y      

, כי:3היא פוקציה הומוגית־חיובית ממעלה  hוכן 

            33 33 3, ,h tx ty tx ty t x y t x y t h x y        

כל  ל  2 \ 0,0uR   סמןt u 1ו־
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    אז  0f u .  

הקבוצה    4 40,0 ; m
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

  ומיתקציה הפוליהיא קבוצה סגורה וחסומה, והפוf  רציפה בכל

  . Kערך מזערי ב־ f. לפי משפט ויירשטראס יש ל־Kהמישור ובפרט בקבוצה 

pתהי  K   ימום שלקודת מיf ב־K 2. לכלuR  אםu K  אז     f u f p 
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
 ו קודםוכפי שראי:       0 0,0f u f f p   

מתקיים  2uRלכן לכל     f u f p ומכאן ש־ f p  הערך המזערי שלf 2ב־R ו־p  קודת

  .2Rב־  fמיימום של  

ובע מזה שהיא קודה קריטית, ובהכרח  קודם כאמור 3,3p   והערך המזערי של ,f 2ב־R 
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