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  15ממ"ן  מתווה לפתרון 
 1א2024  סמסטר:  3חשבון איפייטסימלי  – 20224  הקורס:

 קודות   4  משקל המטלה:  9פרק   חומר הלימוד למטלה:

 קודות)  25(  1שאלה 
volkcקבוצה בעלת פח. הראו שאם  Aתהי   .א A  פח אז יש קבוצה סגורה, חסומה ובעלתK 

Kכך ש־ A ו־volk K c. 

:יהי   .שהיא פתוחה, קשורה־מסילתית ובעלת פח kRקבוצה לא ריקה ב־ Uתהי   .ב kU R 

דיפאומורפיזם המקיים  U U  הראו שיש .x U כך ש־det 1xJ  . 

קשורה־מסילתית  Uמשתי ההחות ש־הראו בעזרת דוגמאות מתאימות שבסעיף ב אף אחת    .ג

 בעלת פח איה מיותרת, כלומר בלעדי כל אחת מהחות אלה המסקה איה הכרחית.  Uוש־ 

  פתרון סעיף א 

  .A תיבה מיושרת סגורה שמכילה את Bתהי 

  מתקיים:     ˆvol 1 supk A P A
A B

c A S P B        

לכן יש פירוק   ˆP B :ֹעבוּרו       inf volP A A k
P

c S x x 


     

Aאם    אז לכלx   מתקיים  1A x   ולכן  inf 1A x x  .  

עבורו מתקיים  xאחרת יש   0A x   ולכן  inf 0A x x   .  

אם סמן   P A    :אז  vol volk kc
  

 
    
 
 

   

היא קבוצה סופית, הקבוצה   תיבה סגורה היא קבוצה סגורה, חסומה ובעלת פח, ו כיוון ש־ 

K


  ה  היא  כמובן חסומה,לפיה   24.א.2חלק ד של טעהיא סגורה, ומחלק א של טע

  .  Aובע שהיא בעלת פח, והיא תת־קבוצה של 18.ג.9

  פתרון סעיף ב 

xיח בשלילה שהטעה איה כוה, כלומר שלכל   U  מתקייםdet 1xJ .  

לקבוצה   Uהיא דיפראומורפיזם מהקבוצה  הפוקציה   U U  24.ז. 9. לפי הערה 

:הפוקציה   det xf x J  רציפה ב־U . התון ש־  2.ט.2לפי טעוהU תהּ ־קשורהמסילתית תמו

 f U  ה10.ט.2קשורה־מסילתית, ולפי טע  f U  חת השלילה המספרקמורה. לפי ה 1 f U 
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־ומאחר ש f U ה מספר גדול מ־ה  . כמוכן 1וגם מספר קטן מ־  1קמורה לא יתכן שיש בתמומטע

ובע ש־  17.ז.9  det 0xf x J   לכלx U .  ולכן   0,f U   לכן בהכרח .   1,f U   

או    0,1f U .  

־יח ראשית ש    1,f U   .) לכל תת־קבוצה ) 4.א.6לפי משפט ויירשטראסK U   שהיא

a, כלומר יש Kב־ f לשמזערי  ךיש ערחסומה ו סגורה K ש־ ךכ   f x f a    לכלx K.  

  היא בעלת פח אז מתקיים Kאם בוסף    0vol det volk k
K K

K J f f x K      

volואם  0k K   :אז     0vol vol volk k kK f x K K    

Kובכן לכל   U  פח חיובי ושהיא סגורה, חסומה ובעלתהראי:   vol volk kK K   

היא קבוצה פתוחה לא ריקה, ולכן מכילה איזשהו כדור  Uהקבוצה   ;B a r.  

היא גם בעלת פח ולכן   vol vol ; 0k kU B a r עם  . לכן לפי סעיף א)A U  0ו־c (  קבוצה יש

K U  פח כך ש־שהיא סגורה, חסומה ובעלתvol 0k K .  :אז   vol volk kK K   

U\ 18.ג.9לפי חלק ב של טעה  K פח ומתקיים: היא קבוצה בעלת

     vol \ vol vol vol volk k k k kU K U K U K     

A\לפי סעיף א (עם  U K ו־ vol volk kc U K  יש (\L U K  ,שהיא קבוצה סגורה

  מתקיים:חסומה ובעלת פח כך ש vol vol volk k kL U K   

  כעת:      vol det vol vol vol vol \k k k k k
L

L J L U K U K         

אבל          \ \ \L U K U K U K       ולכן      vol vol \k kL U K   

בהחה ש־ וקיבלו סתירה. זה היה    1,f U   חה ש־כלומר בה ,det 1xJ   לכלx U.  

במקרה השי    0,1f U   0כלומר det 1J x   לכלx U .  

היא דיפאומורפיזם  1. אז גם הפוקציה ההפוכה Uל־ Uהיא דיפאומורפיזם מ־ הפוקציה  

yולכל   Uל־ Uמ־ U  מתקיים    1

1
1

yy
J J


  


  ולכן:

      
  1

1

1
1 1det det 1

det
yy

y

J J
J





 







     

  מביא לסתירה.  במקום  1אז אותו טיעון עם הדיפאומורפיזם  

xבשי המקרים מתקבלת סתירה, ולכן ביגוד להחת השלילה הטעה כוה, כלומר יש  U 

detעבורו  1xJ .   
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 פתרון סעיף ג 
  יש דוגמאות רבות המראות את הדרש.

kUלמשל: הקבוצה   R  .ה חסומה, והיא כמובן קשורה־מסילתיתפח כי היא אי ה בעלתאי  

:ית  ליארהפוקציה ה 8.ו.3לפי דוגמה  2x x  2ו־  גזירה ברציפותx kJ I   לכלkxR .  

xלכל  אז U det 2 1k
xJ  .  

זאת פוקציה ליארית הפיכה. בפרט היא על, כלומר   U U .  

  .בעלת פח איו מיותר Uדוגמה זאת מראה שהתאי ש־

  מסילתית איו מיותר: ־קשורה Uדוגמה שמראה שהתאי ש־ 

    1,0 0,2U    קציהוהפו:  
1
2 , 0

:
2 0

x x
x

x x


 

 

  

  בעלת פח ואיה קשורה־מסילתית וכן: Uאז  
1
2 0

det
2 0x

x
J x

x
 

   
 

  

מתקיים     1,0 0,2   ו־   0,2 1,0    ולכן U U  אבל ,det 1xJ   לכלx U.  
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 קודות)  25(  2שאלה 
1kקבוצה סגורה בעלת פח  Bתהי  1־ממדי ב־kR :סמן .      , 0,1 ,C tx t t x B    

1kהמזוהה עם   kR(זאת תת־קבוצה של   R R( .  

 ־ממדי.kהיא קבוצה בעלת פח  Cהוכיחו ש־   .א

יח ש־   .ב 1vol 1k B   1ויהיkb R  המרכז הגיאומטרי שלB.  

  .C מִצאוּ את הפח ואת המרכז הגיאומטרי של

  סעיף א  פתרון

Bאם      אז גםC   יח בהמשך ש־ .פח והיא בעלתB   .  

היא בעלת פח ובפרט היא חסומה. היא גם סגורה. אז הקבוצה  Bהקבוצה   0,1K B   היא

. הפוקציה  17.ב.2סגורה וחסומה לפי שאלה    : , ,x t xt t   ומית ולכןקציה פוליהיא פו

  9.ב.2ומשפט  7.ב. 2, וכן טעה 29.ד.2ולכן לפי טעה  Kבפרט היא רציפה ב־ בכל המרחב.  רציפה

בורל) גם –(הלמה שלה הייה C K ראה ש־ סגורה וחסומה. בפרט היא חסומה, ולכן אם

C   הומה אז ממסקבע ש־ 13.ה. 9קבוצה ציC   פח היא קבוצה בעלתk.־ממדי  

גם  18.ה. 9ושאלה   6.ה.9צומה ולפי אבחה  Bהקבוצה   0,1B    ומה. היא גםקבוצה צ

   הפוליומית הפוקציה היא בעלת פח אפס. 21.ה.9לפי שאלה קבוצה סגורה וחסומה, ולכן  

גם  26.ד. 9, ולכן לפי טעה kRגזירה ברציפות ב־  0,1B    ,פח אפס היא קבוצה בעלת

  ובפרט היא צומה. 

אפשר להסיק שגם הקבוצה  18.ה. 9בעזרת שאלה   1 1k R .ומהצ  

ראה ש־     1 1 0,1kC B     R  הה  16.ה.9ולפי טעבע ש־   6.ה.9ואבחיC .ומהצ  

cתהי  Cמאחר ש־ .C ובע ש סגורה  0,1c C B  .  בפרט יש   , 0,1x t B  כך ש־

   , ,c x t xt t  אז .x B ו־ 0,1t . יח בשלילה ש־     1 1 0,1kc B    R.  

ובע מכך ש־ 0,1t  ו־\x B B  הצמצום של .  לקבוצה  הפתוחה 1 0,kU   R  היא

פוקציה הפיכה, וההופכית      1| : , ,zU tz t t    .קציה רציפההקבוצה הפתוחה  היא פו

   \ 0,1B B    היא סביבה פתוחה של ,x t ולכן ,    \ 0,1B B     היא סביבה של

 ,c x t שמוכלת ב־  0,1C B ומכאן ש־ ,c  קודה שפה של האיC   ,חהבסתירה לה

לכן החת השלילה איה כוה, וההכלה       1 1 0,1kC B     R  הוכחה, וזה סיים את

  קבוצה בעלת פח.  Cההוכחה ש־ 
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  פתרון סעיף ב 

האיטגרלים דרושים  Cלחישוב המרכז הגיאומטרי של 
C

f  קציהעבור הפו  : 1f x 

:והפוקציות  if x x.  הקציות רציפות ולכן לפי סעיף א ומסקהן   24.ג.9אלה כולן פו

    .Cאיטגרביליות ב־

A ,1kבמקום  Cובסימוים שבּהּ, עם  26.ו.9שתמש במסקה     במקוםk  1ו־l  כמוכן .

. בסימוים אלה עבור xבמקום   zובאות yבמקום   tשתמש באות   0,1t   החתכים הם

      ,tC z z t C tx x B     

tCוכן    עבורt עבור .t  הקבוצהtC   ת הקבוצההיא תמוB   קציהעל ידי הפו

xהליארית   tx  פח   25.ד. 9ולפי חלק ג של שאלה 1היא בעלתk ה ־ממדי29.ד. 2, ולפי טע  

. לכן לפי  tCאיטגבילית בקבוצה  היא סגורה וחסומה, ולכן כל פוקציה שרציפה בה היא גם

מתקיים Cשאיטגרבילית בקבוצה  fלכל פוקציה   26.ו.9מסקה 

    1 1,
t

k
C C

f f z t dz dz dt


 
 
 
 

    

צריך לחשב עבור כל  וסחה זאתכדי להשתמש ב 0,1t :טגרליםאת האי    1 1,
t

k
C

f z t dz dz    

0tיח    כי ברור ש־  1
0 0 kC   טגרל על קבוצה זאת הוא0והאי.  

0tעבור    קציה1הפו 1: k k  R R  שמוגדרת על ידי: x tx    .ית הפיכהקציה אפיהיא פו

מתקיים  tC B.  

(עם   1.ז.9מהגרסה המאוד פשוטה של החלפת משתים שבטעה  tA C B    קציהועם הפו

 : ,g z f z t קבל  1

t

k

C B

g t g     

  כלומר:      1 1
1 1 1 1 1 1, , ,

t

k k
k k k

C B B

f z t dz dz t f x t dx dx t f tx t dx dx 
         

הפוקציה בפרט עם  : , 1f z t  :קבל   

  1 1 1
1 1 1 1 1 1vol 1 1 vol

t

k k k
k t k k k

C B

C dz dz t dx dx t B t  
          

  לכן: 
1 1 11 1 1

1 1 1 0
0 0

vol , vol
t

k k
k k k t k k

C C

C f f z t dz dz dt C dt t dt t
 



 
          
 

    
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:עבור הפוקציה  kf R R  המוגדרת על ידי: kf x xבסימו , ו מתקיים ,f z t t ולכן:  

     1
1 1 1 1

1
1 1 1 1 1

, ,

1 vol
t

k
k k

C B

k k k k
k k k

B B

f z t dz dz t f tx t dx dx

t t dx dx t dx dx t B t


 


  



   

 

 

 

 

  

  אז:  
1 1 111 1

1 1 1 1 10
0 0

,
t

k k
k k k k k

C C C

x dx dx f f z t dz dz dt t dt t 
  

 
         
 

       

  . אז: Cאת המרכז הגיאומטרי של  cסמן ב־
1 1

1
1vol 1

k k
C k

k
k k

x dx dx
kc C k

  


 
  

iעבור  k  קציהוהפו: kf R R   המוגדרת על ידי: if x x ו מתקייםבסימו , , if z t z 

  ולכן:   1
1 1 1 1

1
1 1 1 1

, ,
t

k
k k

C B

k k
i k i k

B B

f z t dz dz t f tx t dx dx

t tx dx dx t x dx dx


 


 



 

 

 

 

 

  

  ולכן: Bהוא המרכז הגיאומטרי של  bתון ש־ 
1 1

1 1
1vol

i k
B

i i k
k B

x dx dx
b x dx dxB






 





  

  לכן:  1 1,
t

k
k i

C

f z t dz dz t b    

  אז 
1 1 111 1

1 1 1 1 10
0 0

,
t

k k
i k k i i ik k

C C C

x dx dx f f z t dz dz dt t b dt t b b
  

 
         
 

       

  ולכן:
1 1

1
1vol 1

i k
iC k

i i
k k

x dx dx
b kc bC k

  


 
  

  הוא:  Cקיבלו לבסוף שהמרכז הגיאומטרי של    1 11 1 1 1, , , ,1k k k k
kk k k kc b b b      

  גם בהחלפת משתים:אפשר לחשב את האיטגרלים הדרושים בסעיף זה  הערה:

kאפשר לקחת  35.ז.9במסקה   R ו־   : , ,x t xt t  וכן , 1 0,kU   R , 0,1K B  ,

1 ,1n nK B     ו־ 1 0kZ  R אז . K C  ו־ 
1

,det k
x tJ t  האז מקבלים ממסק .

  שמתקיים: 35.ז.9
 

   
 

1
1 1

0,1

det ,k
k

C K K B

f f f J t f xt t dx dx dt


  




        

לכל אחת מהפוקציות שדרושות לו לחישוב המרכז הגיאומטרי אפשר להמשיך תוך שימוש 

  . 3.ו. 9בגרסה הפשוטה של משפט פוביי שבטעה 
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 קודות)  25(  3שאלה 
  מספר ממשי חיובי. תהי: יהי   4 4 4 4, ,K x y z x y z      

  הוכיחו: 
 41

4 3
3vol

6 2
K 




  

יכול להועיל   .1.ד. 4פוקציית גַמָא מדוגמה  מציין את הסימן  הדרכה: כדאי להשתמש בהחלפת משתים מתאימה. 

בשלב מסויים להוכיח ש־ 
2

2 1 2 1

0

, 2 cos sinp qp q d


        כאן)  ֶּקציית ב13.ח.9טָא מדוגמה מציין את פו  .(  

  פתרון 

ברור ש־ , ,x y z K   אם ורק אם    32 2 2 2, , 0 ;x y z B :כלומר ,     31 20 ;K B   

  כאשר:   2 2 2: , , , ,x y z x y z   

, אלא שזאת איה ״החלפת משתים״ כלומר רצה, אם כן, להשתמש בהחלפת משתים עם 

. ובכל זאת: היא דיפאומורפיזם Kאיה דיפאומורפיזם: למשל היא איה חד־חד־ערכית ב־ 

בקבוצה  30,U   .ּוכל להיעזר בה ותואחרי כמה הכ ,  

סמן     3 3 20, 0 ;B B     סמן גם .(פח, למשל כחיתוך של כדור ותיבה זאת קבוצה בעלת)

 30,A K   הפח (למשל אפשר לבדוק שהיא קמורה ולהשתמש בטע גם זאת קבוצה בעלת .

היא חד־חד־ערכית על   ). הפוקציה 20.ד.9ו־ 19.ד.9, ואפשר גם להסיק זאת בעזרת שאלות 26.ג.9

A  ומתקיים 1A B  ובאופן שקול גם B A ראה ש־ 3. ראשית 3vol 8volK A  ואחרי

  .  Aחשב את הפח של ןכ

  ובכן סמן:         , , : , , 1 , 1 , 1x y z
x y z

i i i
i i i x y z x y z     

אלה העתקות חפיפה ולכן לכל ערך של   , ,x y zi i i :מתקיים   3 , , 3vol vol
x y zi i i A A   

ברור גם שאם    , , , ,x y z x y zi i i j j jA A   אז

              , , , , 0 0 0
x y z x y zi i i j j jA A          R R R R R R  

ואגף ימין קבוצה צומה, ולכן החיתוכים באגף שמאל הם קבוצות סגורות וחסומות ובעלות פח 

  אפס, וכן 
   3

, ,
, , 0,1

x y z

x y z

i i i
i i i

K A


   

  קבל:  18.ג.9ולכן מטעה  
   3

3 3 , , 3
, , 0,1

vol vol 8vol
x y z

x y z

i i i
i i i

K A A


   

3volותר לחשב את  A קציהרצה להשתמש בפו .  ה34.ז.9ובמסק .  

31סמן  ,n nB B   ו־ 1
n nA U B   הצמצום .|U קציה חד־חד־ערכיתכן ו הוא פו

 U U   ולכן גם n nA B לא קשה לבדוק שמתקיים .  
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           
1

\ 0 0 0n
n

A A A




         R R R R R R  

  ואגף ימין הוא קבוצה סגורה וחסומה וצומה, ולכן גם ִפְחָהּ אפס. בדומה

           
1

\ 0 0 0n
n

B B B




         R R R R R R  

  וגם כאן אגף ימין הוא קבוצה שִפחהּ אפס.

  גזירה ברציפות וכן: הפוקציה   
2 0 0

: , , 0 2 0
0 0 2

x
J x y z y

z


 
 
 
 
 

  

  לכן: det : , , 8J x y z xyz   

מתקיים:  Bשרציפה ב־ fאומרת לו שלכל  35.ז.9היא דיפאומורפיזם, ומסקה  U|אז 

  
 

  det
B A A

f f f J


       

3volאוו מעוייים בחישוב   1
A

A     רצה לבחור את ולכןf כך ש־  det 1f J    לכל .

 , ,x y z A מתקיים          2 2 2det , , , , 8 8 , ,f J x y z f x y z xyz xyz f x y z      

  ולכן רצה:  2 2 2 1 1 11
8, ,f x y z x y z    

הצבה של  
1
2x u ,

1
2y v ו־

1
2z w :תות   

1 1 1
1 2 2 2
8, ,f u v z u v w    

! לא רים ידיים, שכן עשויים או ללא חת! בכל אחת Bאלא מה? זאת איה פוקציה רציפה ב־ 

מתקיים: 26.ז.9הפוקציה הזאת רציפה, ולכן לפי מסקה  nBמהקבוצות 

  
 

  3det 1 vol
n n n n

n
B A A A

f f f J A


         

3 32.ה. 9מטעה  3vol voln nA A  ואילו הסדרה

1nB n

f





 
 
 
 
  טגרלהיא סדרת קירוב לאי

המוכלל  
B U

f

  :3לכןvol

B U

A f


 .  

ותר לחשב את האיטגרל המוכלל  
B U

f

  הקבוצה .B  ית כדור סביב הראשית, ולכןהיא שמי

.  Bשרציפה בקבוצה  fמתאימה לו מאוד אילו היה מדובר באיטגרל של  ההיית 42.ז. 9טעה 

, ואפשר כמו שהוצג לעיל לסח ולהוכיח גרסה שלה גם 35.ז.9טעה זאת מוכחת בעזרת טעה 

מוכלל כמו שיש לו. לא אפרט את ההוכחה במקרה זה ופשוט אשתמש בוסחה:  ללאיטגר

Bהקבוצה   U  תשמש במקום הקבוצהK  היסוח טעבסימון 42.ז. 9ב .A  ו לדברכבר השתמש

. דרושה לו  Dאחר, ולכן שתמש במקומו ב־     0, 0,2 0,D       כך שמתקיים

 , ,r D     אם ורק אם sin cos , sin sin , cosr r r B U         ואפשר לראות שהקבוצה
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  המתאימה היא:     2
2 20, 0, 0,D       

  אז

  

 

1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

2
21 1 1

2 2 2

2

21
8

1
8

1
8

0 0

sin cos , sin sin , cos sin

sin cos sin sin cos sin

cos sin cos

os sin

B U D

D

D

f f r r r r dr d d

r r r r dr d d

r dr d d

r dr c d




       

       

    

  



       

  

 







  
       

 





 
2 1

2

0

cos d



 
 
 
  
 


  

(גרסה פשוטה של משפט פוביי). אפשר  3.ו. 9כאשר המעבר האחרון הוא שימוש כפול בטעה 

  לחשב כל אחד מהגורמים:  
2 2 331

22 2 2 32 2 2
3 3 3

00

r dr r
 

        

ובעזרת הוסחה  
2

2 1 2 1

0

, 2 cos sinp qp q d



      :קבל וכיח בסוף ומה שהוכח עד כה אותה  

  

       
 

   
 

 
   

   

2
1 1 1 1
2 2 2 2

3 3
0 0 0

1 1 1 1
4 4 4 23 32 1 1 1 1 1 1 1

3 2 4 4 2 4 2 6 1 3
2 4

4 4 41 1 1
4 4 43 3 31 1

6 631
4 4

vol 8vol 8 os sin cos

, ,

2 6 2

B U

K A f r dr c d d


    

 

  
 

  



   
            

   
       

 

  
  

 

     

  . 16.ח. 9ושאלה  13.ח.9כאשר בחישוב עשה שימוש גם בוסחאות מדוגמה 

2cosxלבסוף וכיח כמובטח את הוסחה שעשה בה שימוש, וזאת בעזרת ההצבה    ו־)

2cos sindx d   :(  

     

     

   

2

2 2

1
11

0
0 1 12 2

1 12 2 2 1 2 1

0 0

, 1

cos 1 cos 2 cos sin

2 cos sin cos sin 2 cos sin

qp

p q

p q p q

p q x x dx

d

d d



 

    

       



 

   

  

  

 





 
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 קודות)  25(  4שאלה 
f:2תהי  R R קציה שרציפה ב־2פוRגזירה ברציפות ב־ ,  2 \ 0,0Rית־שהיא הומוג ,

, וכן  2חיובית ממעלה  , 0f x y   לכל    2, \ 0,0x y R:תהי .      , , 1K x y f x y   

הראו שהפוקציה    .א  2: 0,2   R  המוגדרת על ידי   
 

 1 cos ,sin
cos ,sin

t t t
f t t

   

 שוכת לשמ�אלהּ.  Kהיא לולאה פשוטה סדירה ש־

תהי   .ב  2 2: \ 0,0F R R קציה המוגדרת על ידיפו       1, ,
,

x y y x
f x y

  

לולאה שאורכה סופי ו־ ותהי  0,0 .ּתהה בתמואי  

  סביב ראשית הצירים הוא: הוכיחו שמספר הליפוף של  
2

1 ,2vol F d x yK


 

  פתרון סעיף א 

סמן    cos ,sinu t t t ו־ 
  

1r t
f u t

  אז .     t r t u t   ובקיצורru .  

רציפות. מתקיים  ו־ rרציפות ולכן גם  fו־ uהפוקציות      2 1,0 0u u     ולכן גם

   2 0r r  ו־   2 0    ולכן  ותהיא לולאה. היא לולאה פשוטה, למשל לפי תכו

ההצגה הקוטבית של קודות במישור (אם  1 2, 0,2t t  1ו־ 2t t   אז 1t  ו־ 2t  הם

  וקטורים בכיווים שוים במישור). 

שתמש ב־
0 1
1 0

J
 

  
 

  . אז90°מטריצת הסיבוב שׂמ�אלה ב־ –      sin ,cosu t t t u t J    

  ולכן גם:     2u t J u t J u t    

מתקיים     
1
2r t f u t 

 ולכן                
3
2 31 1

2 2
d
dtr t f u t f u t r t f u t u t

          

  גזירה ברציפות ומתקיים: פוקציה גזירה ברציפות. אז גם  rובפרט 

                   t r t u t r t u t r t u t r t u t J        

  לכן:     

                   

   

2

2 2

1 0 1
2 2

2

0

t t t

r t u t u t r t r t u t u t J r t u t J u t J

r t r t

   

      

  

  

  

  

  היא לולאה סדירה.  אז הלולאה  

לכל  2היא פוקציה הומוגית־חיובית ממעלה   fלפי התון ש־  0,2t   :מתקיים

                    2 1 1f t f r t u t r t f u t f u t
f u t

       
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  לפי כלל השרשרת       d
dt f t f t t      

  ולכן: 0אבל הגזרת של פוקציה קבועה היא  

                  0 f t t f t r t u t r t u t J          

  :בדרך וספת 2היא פוקציה הומוגית־חיובית ממעלה   fשתמש בתון ש־

ובעת מכך זהות אוילר  11.ב.3לפי דוגמה    2a f a f a .  

  אז       2 2 1 2t f t f t         

  ולכן:             
1 2u t f t t f t
r t r t

       

  ראיו קודם:           

               
        

0

2

f t r t u t r t u t J

r t
r t u t f t r t u t J f t r t u t J f t

r t



  

   


      

  

  ולכן:      
 2

2r t
u t J f t

r t



    

גדיר עכשיו, עבור  0,2t    קציהקבוע פו:g R R :על ידי        g f t t J      

  לפי כלל השרשרת:      0g f t t J       

ראיו קודם          t r t u t r t u t J   :ולכן 

                   
                       

               
 

2

2

2

0

2
2 0

g f t t J f t r t u t r t u t J J

f t r t u t J r t u t J f t r t u t J r t u t

r t
r t u t J f t r t u t f t

r t

  

 

 

       

        


       

  

מכך ש־ 0 0g   ובע שיש0   כך שאם 0,    אז   0g g  כלומר

          1f t t J f t      

  ולכן    t t J K    

וגם    0g g  כלומר          1f t t J f t      

  ולכן    t t J K    

  .  שוכת לשמ�אל הלולאה Kהקבוצה   5.ט.9ולפי הגדרה 
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  פתרון סעיף ב 

  , שלפיהָ גם:23.ד.2היא קבוצה סגורה לפי מסקה  Kהקבוצה      , , 1K x y f x y    

  מתקיים   0
,0 0,0

t
f t f

  

  וגם:   2
0

,0 1,0 0
t

f t t f 
   

ולכן  0,0 0f   ובפרט 0,0 \K K  .  

אם  , 1f x y   אז מתקיים ,x y K  וסףוב   1
, ,

t
t x y x y

  ולכן בכל סביבה של

 ,x y  קודה יש ,t x y  1עםt    ומתקיים    2 2, , 1f t x y t f x y t    ולכן ,t x y K ,

כלומר בכל סביבה של   ,x y קודות מ־ ישK 2ומ־ \ KR  ולכן ,x y K .  

  אז:     , , 1K x y f x y    

ראיו שלכל   0,2t   מתקיים   1f t    תולכן תמו מוכלת ב־K.  

מצד שי אם  ,x y K  אז , 1f x y    ובפרט   , 0,0x y  .  

לכן יש  0,2   0ו־r  :כך ש      , cos ,sinx y r ru     

  אז       21 ,f x y f ru r f u     

  ולכן 
  

 1r r
f u




   

ולכן        ,x y r u     אז .K   תמוכלת בתמו  ולכןK תהיא תמו .  

סביב  שמספר הליפוף של   22.ט.9ממה שקיבלו עד כה אפשר להסיק מיד, בעזרת שאלה 

  שמקיים Fקבל שיש מספר  10.ח.8. משאלה 1 הראשית הוא , FF d x y


   

  סביב הראשית אז:  הוא מספר הליפוף של  nוכן אם  , FF d x y n


   

אז 

 

 

,

,

F d x y

n
F d x y

















  לסיים ותר להראות שמתקיים: וכדי    2, 2volF d x y K



   

מקיימות את החות משפט  יחד עם המסילה   Kשים לב שלפי מה שהוכחו כבר הקבוצה  

וסמן  גרין, ,P x y y  ו־ ,Q x y x  לכל . ,x y  תבתמו תקיים  מ ,x y K  ולכן

 , 1f x y   :ומכאן            1, , , , ,
,

F x y y x P x y Q x y
f x y

    

לכן בעזרת משפט גרין:

             2, , , , , 1 1 2volQ P
x y

K K

F d x y P x y Q x y d x y K
 

 
              


