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  14ממ"ן  מתווה לפתרון 
  1א2024  סמסטר:  3חשבון איפייטסימלי  – 20224  הקורס:

  קודות  4  משקל המטלה:  8פרק   חומר הלימוד למטלה:

 קודות) 20(  1שאלה 

]תהייה  ] 3: ,ϕ α β → R ו־[ ] 3: ,ψ α β → R :מסילות שאורכן סופי. תהי  [ ]
( ) ( )

3: ,

t t t

γ α β

ϕ ψ

→

×

R

֏

  

 (מומלץ להיעזר במגוון משפטים.)היא מסילה שאורכה סופי.  γהוכיחו כי   .א

  היא מסילה סדירה? γהן מסילות סדירות, האם גם  ψו־ ϕאם   .ב

  סעיף א פתרון

, כדי להוכיח שאורך המסילה סופי די להראות שהיא בעלת השתות חסומה 2.ג.8לפי אבחה 

]בקטע  ],α β קציהראה אם כן שהפו .γ  ותהיא רציפה, ולכן היא מסילה, ושהיא בעלת השת

]בקטע  חסומה ],α βילה שאורכהּ סופי., ולכן היא מס  

  מקבלים שפוקציית המכפלה הווקטורית 3.ח.1מטעה 

( )

3 3 3:

,u v u v

π × →

×

R R R

֏

  

)היא פוקציה פוליומית, ולפיכך היא רציפה. האיסוף  ),ϕ ψ  קציה רציפה בקטעהוא פו[ ],α β 

)ולכן גם ההרכבה  ),γ π ϕ ψ=   היא מסילה. γרציפה בקטע זה, כלומר  �

בעלת השתות חסומה אפשר להוכיח בדרך דומה לכל אחת משתי הדרכים  γאת העובדה ש־

 6.ג.8, אבל אפשר גם לצל את מה שהוכח בשאלה זאת. לפי טעה 11.ג.8בפתרון חלק ב של שאלה 

1ור די להוכיח עב 3j≤ ]שהרכיב  ≥ ]
i

γ ות חסומהקציה בעלת השתבקטע  הוא פו[ ],α β.  

]  קבל: 3.ח.1מטעה  ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( )2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1
, ,γ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ= − − −  

]הרכיבים  6.ג.8לפי טעה  ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
1 2 3 1 2 3
, , , , ,ϕ ϕ ϕ ψ ψ ψ  ות חסומהקציות בעלות השתכולם פו

]־ב ],α β גם כל המכפלות  11.ג.8. לפי חלק ב של שאלה[ ] [ ]
i j

ϕ ψ  ותקציות בעלות השתהן פו

]חסומה ב־ ],α β גם כל ההפרשים  5.ג.8, ולפי שאלה[ ] [ ] [ ] [ ]
i j j i

ϕ ψ ϕ ψ−  קציות בעלותהם פו

]השתות חסומה ב־ ],α β ולכן כל רכיבי ,γ  הם כאלה, ולכןγ  ותקציה בעלת השתהיא פו

]חסומה ב־ ],α β.היא גם רציפה, ולכן היא מסילה שאורכהּ סופי .  

  פתרון סעיף ב

ψהיא מסילה סדירה ו־ ϕ הטעה בסעיף ב בבירור איה כוה. למשל אם ϕ=  אז גםψ ילה מס

0γסדירה, ו־ ϕ ψ ϕ ϕ= × = ×   היא פוקציה קבועה, ולכן ודאי איה מסילה סדירה. =
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 קודות) 20(  2שאלה 

]  תוה המסילה: ] ( ){ }
( )

2: 0,2 \ 0,0

sin sin ,cos cost t t t t

ϕ π →

⋅ ⋅

R

֏

  

  ששקולה למסילה אפיית למקוטעין. היא לולאה פשוטה ϕא. הראו ש־

  אותו.אורכה סופי, וחשבו ב. הסיקו ש

)סביב  ϕ. חשבו את מספר הליפוף של ג )0,0.  

  שוביכם על הגדרות ועובדות מהספר.הקפידו לבסס את כל טיעויכם וחי

  סעיף א פתרון

ϕ  היא לולאה כי( ) ( ) ( )0 0,1 2ϕ ϕ π= ]. כדי להראות שהיא לולאה פשוטה ראה ש־= )0,2
| πϕ  היא

]פוקציה חד־חד־ערכית. יח ש־ )1 2, 0,2t t π∈ ו־( ) ( )1 2t tϕ ϕ=.  

]אז  ] ( ) [ ] ( )2 2
1 1 2 21 1

sin sint t t tϕ ϕ= = 1  ולכן: = 2sin sint t=  

]אבל גם  ] ( ) [ ] ( )1 1 1 2 2 21 1
sin sin sin sint t t t t tϕ ϕ⋅ = = = 1  ולכן: ⋅ 2sin sint t=  

]באופן דומה  ] ( ) [ ] ( )2 2
1 1 2 22 2

cos cost t t tϕ ϕ= = 1  ולכן: = 2cos cost t=  

]וגם  ] ( ) [ ] ( )1 1 1 2 2 22 2
cos cos cos cost t t t t tϕ ϕ⋅ = = = 1  ולכן: ⋅ 2cos cost t=  

)אז  ) ( )1 1 2 2cos ,sin cos ,sint t t t=ומכך שהמסילה ,  [ ]
( )

20,2

cos ,sint t t

π → R

֏

  

1טה ובע שבהכרח והיא לולאה פש 2t t=.  

)אם  ) ( ),x y tϕ=  2אז 2sin cos 1x y t t+ = + שווה) לריבוע  מוכלת (ולמעשה ϕכלומר תמות  =

( ){ }, 1x y x y+   . מכאן רואים איך לחלק את התמוה לארבעה קטעים ישרים.=

)  סמן: )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

2
2 2

2
2 2 2

: 1 ,

1

i i i

t i i t i i

π π

π π π
π

ϕ

ϕ ϕ ϕ

 − → 

+ − − −

R

֏

  

זאת מסילה אפיית ששקולה למסילה 
( )

2 2
1 ,

|
i iπ πϕ  − 

. ולכן המסילה האפיית למקוטעין 

1 2 3 4ϕ ϕ ϕ ϕ∗ ∗   שקולה למסילה: ∗
2 2 2 2 2 2 2

0, ,2 2 ,3 3 ,4
| | | |π π π π π π πϕ ϕ ϕ ϕ ϕ       
       

= ∗ ∗ ∗  

שקולה ל־ iϕדרך אחת לראות ש־
( )

2 2
1 ,

|
i iπ πϕ  − 

היא לבדוק ששתיהן מסילות פשוטות עם אותה   

)תמוה, שהיא החלק של הקבוצה  ){ }, 1x y x y+  של המישור, ולשתיהן אותן iשברביע ה־ =

הן מסילות שקולות. אפשר גם להראות את השקילות  13.א.8טעה  פיקודות מוצא ויעד, ול

)  . הפוקציהישירות )

( )( )
2 2

2
2 2

: 1 ,

sin

i i i

t i t i

π π

π π

τ  − → 

− −

R

֏
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)היא פוקציה עולה ורציפה שתמותה הקטע  ) 2 2
1 ,i iπ π −  1,2,3, ואפשר לבדוק שעבור, 4i = 

מתקיים 
( )

2 2
1 ,

|i i i iπ πϕ τ ϕ  − 
=�.  

  פתרון סעיף ב

  קבל: 13.ב.8שאלה ו 25.ב.8, טעה 17.ב.8מטעה 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3 4 1 2 3 4

3 31 1
1 1 2 2 3 3 4 42 2 2 2

0 2

1,0 0,1 0,1 1,0 1,0 0, 1 0, 1 1,0

1, 1 1,1 1,1 1, 1 2 2 2 2 4 2

L L L L L Lϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ π ϕ π ϕ π ϕ π ϕ π ϕ π ϕ π

= ∗ ∗ ∗ = + + +

= − + − + − + −

= − + − − + − − − + − −

= − + + − + − − = + + + =

  

  פתרון סעיף ג

]  גדיר הומוטופיה של לולאות: ] [ ]

( ) ( ) ( )( )

2: 0,2 0,1

, sin 1 sin ,cos 1 cos

H

t t t t t

π

λ λ λ λ λ

× →

− + − +

R

֏

  

]זאת בבירור פוקציה יסודית ולכן רציפה .לכל  ]0,1λ∈ מתקיים  

  ( ) ( ) ( ) ( )0 0, 2 , 2H H H Hλ λλ π λ π= = = 

1Hהיא לולאה. בבירור  Hλולכן  ϕ= 0. לכן זאת הומוטופיה של לולאות ביןH 1ו־H ϕ=.  

)מוכלת במישור הקוב  Hראה שתמות  ){ }2 \ 0,0U = R אחרת יש :( ) [ ] [ ], 0,2 0,1t λ π∈ כך  ×

)ש־ ) ( ), 0,0H t λ )  . בפרט:= )sin 1 sin 0t tλ λ− + =  

sinאפשרות אחת היא  0t cosובמקרה זה  = 1t   ולכן =

  ( ) ( )cos 1 cos 1 1 0t tλ λ λ λ− + = ± − + = ± ≠  

)בסתירה ל־ ) ( ), 0,0H t λ sin. האפשרות האחרת היא ש־= 0t 1ו־  ≠ sin 0tλ λ− + . במקרה זה =

)קבל  ) ( )1 1 sin 1 0tλ λ λ= − < −   וגם כך התקבלה סתירה. =

1Hו־ 0Hאז יש הומוטופיה של לולאות בין  ϕ=קתה מוכלת במישור הוב., שתמו  

היא גזירה ברציפות ובעלת מטריצת יעקוביאן סימטרית במישור  2.ח.8מדוגמה  Gהפוקציה 

מתקיים  13.ח.8. לכן לפי טעה Uהקוב 

0H

G dx G dx

ϕ

⋅ = ⋅∫ ∫� פירוש הדבר  9.ח.8, ולפי הערה �

  אותו מספר ליפוף סביב ראשית הצירים. 0Hו־ ϕשללולאות 

 , כלומר לחשב את0Hותר אם כן למצוא מהו מספר הליפוף של הלולאה 

0

1
2

H

G dxπ ⋅∫�.  

  :24.ו.8משפט שתמש ב
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  ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

2 2

0 0

0 0

2 2 2
2 2

0 0 0

sin ,cos cos , sin

cos ,sin cos , sin cos sin 1 2

H

G dx G H t H t dt G t t t t dt

t t t t dt t t dt dt

π π

π π π

π

⋅ = ⋅ = ⋅ −

= − ⋅ − = − − = − = −

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

ɺ
�  

)  לכן מספר הליפוף המבוקש הוא: )
0

1 1 1
2 2 2

2 1

H

G dx G dxπ π π
ϕ

π⋅ = ⋅ = ⋅ − = −∫ ∫� �  
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 קודות) 20(  3שאלה 

]תהי  ] R→baf )פוקציה רציפה ובעלת השתות חסומה המקיימת  :, ) ( ) 0== bfaf וכן

( )0 0f ). סמן ≠ ) ( )( ),t t f tϕ ]לכל  = ]bat  יחו כי:. הוכ∋,

 

( ) ( )
( )

2 2

2 2
2 2 2 2

2 b

a

xy y x
y dx dy f x dx

x y x y
ϕ

 
− + + =  + + 

∫ ∫ 

  פתרון

t הפוקציה t֏  ות חסומה בקטעית ולכן היא רציפה ובעלת השתקציה אפיהיא פו[ ],a b.  

]רציפה ב־ ϕהפוקציה  ],a b  .קציות רציפות, ולכן היא מסילהי רכיבי כאיסוף של שתי פוש

]ת השתות חסומה ב־הם פוקציות בעלו ϕהמסילה  ],a b  הזאת מסילה שאורכה  6.ג.8ולפי טע

  סופי.

)סמן  ),P x y y=.  סמן גם( ) ( ): , ,0F x y y֏ . אז( ) ( )( ): , , ,0F x y P x y֏  14.ו.8ולפי דוגמה 

)  מתקיים: ) ( )( ) ( ), ,

b b

a a

F d x y P x f x dx f x dx

ϕ

⋅ = =∫ ∫ ∫  

)  :סמן )
( ) ( )

2 2

2 2
2 2 2 2

2
: , ,

xy y x
G x y

x y x y

 
− 

  + + 

֏  

)התבית באיטגרל התון היא  ) ( ),G F d x y+ לכן האיטגרל המבוקש  .⋅

)  הוא: ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,

b

a

G F d x y G d x y F d x y G d x y f x dx

ϕ ϕ ϕ ϕ

+ ⋅ = ⋅ + ⋅ = ⋅ +∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

 אם כן להראות ש־ותר( ), 0G d x y

ϕ

⋅   כדי לסיים את הוכחת הדרש בשאלה. ∫=

)סמן  )
2 2

: ,
y

g x y
x y

−

+
)  . אז:֏ )

( ) ( )
2 2

2 2
2 2 2 2

2
, ,

xy y x
g x y G

x y x y

 
− ∇ = =  + + 

  

)  :10.ז.8ומשפט  4.ז.8אז לפי הגדרה  ) ( ), ,G d x y g d x y

ϕ ϕ

⋅ = ∇ ⋅∫ ∫

  ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ), , ,0 ,0 0 0 0g b g a g b f b g a f a g b g aϕ ϕ= − = − = − = − =  

שאיה  דרך וספתבקצרה ראה  .gהזאת דרש היה למצוא את פוקציית הפוטציאל לדרך 

  :כוללת וסחה מפורשת של פוקציית הפוטציאל

)לחשב את מטריצת היעקוביאן אפשר  ),x y
Jg  קודה במישור ולבדוק שהיא רציפה וסימטרית בכל

)המוקב  ){ }2 \ 0,0R . וסףטגרל  24ו..8שפט בעזרת מ אפשר לחשבבאת האי ( ),G d x y

ψ

⋅∫ 
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]כאשר  ] 2: 0,2ψ π → R  היא הלולאה( ): cos ,sint t tψ ֏:  

  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) [ ]

2 2

0 0

2
2 2

2
2 2

0

2 2
2 2 3 2 3

0 0

2 2
2 2

0 0

, cos ,sin sin ,cos

1
2cos sin ,sin cos sin ,cos

cos sin

2cos sin sin cos cos sin cos cos

cos sin cos cos sin

G d x y G t t dt G t t t t dt

t t t t t t dt

t t

t t t t t dt t t t dt

t t t dt t dt t

π π

ψ

π

π π

π π

ψ ψ⋅ = ⋅ = ⋅ −

= − ⋅ −
+

= − + − = − −

= − + = − = −

∫ ∫ ∫

∫

∫ ∫

∫ ∫

ɺ

2

0
sin 2 sin 0 0

π π= − + =  

0Gγ 10.ח.8, ולכן בסימוי שאלה 1סביב הראשית הוא  ψ מספר הליפוף שלידוע ש לפי אז . =

)מישור המוקב ותמותהּ בשאורכּהּ סופי  ηלכל לולאה  10.ח.8שאלה  ){ }2 \ 0,0R מתקיים  

  ( ), 0 0GG d x y n n

η

γ⋅ = ⋅ = ⋅ =∫  

)ב־שדה משמר  G 3.ז.8ולפי שאלה  ){ }2 \ 0,0R . ה לפייש ל־ 7.ז.8טעG  ציאלקציית פוטפו

  :מתקיים 4.ז.8גדרה הלפי  .gאותה ב־סמן 

  ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ), , , ,0 ,0G d x y g b g a g b f b g a f a g b g a

ϕ

ϕ ϕ⋅ = − = − = −∫  

]  :במסילהתבון g. שאיו יודעים מהי הפוקציה  אאל ]
( )

2: ,

,0

c d

t t

γ → R

֏

  

]אם   ]0 ,c d∉  תאז תמוγ וקב במישור המ( ){ }2 \ 0,0R מתקייםו:  

  ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

4

,0 ,0 ,

,0 1,0 0, 1,0 0 0

d d d d

t

t
c c c c

g d g c g d g c G d x y

G t t dt G t dt dt dt

γ

γ γ

γ γ −

− = − = ⋅

= ⋅ = ⋅ = ⋅ = =

∫

∫ ∫ ∫ ∫ɺ

  

)לכן  ) ( ),0 ,0g c g d=  אםc ו־d  יהםיהם שלילייםשקציה מספרים חיוביים או שכלומר הפו ,

( ),0t g t֏  קבועה בכל אחת מהקבוצות( )ו־ ∞,0(   :בדומה לחישוב קודם בוסף,. ∞−0,(

  ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
[ ]

( )( ) ( )

( ) ( ) [ ]

0,| 0

0
0 0

1,0 1,0 0 ,

cos ,sin sin ,cos cos sin sin sin 0 0

g g g g G d x y G t t dt

G t t t t dt t dt t

π

π

ψ

π π
π

ψ π ψ ψ ψ

π

− − = − = ⋅ = ⋅

= ⋅ − = = − = − = − + =

∫ ∫

∫ ∫

ɺ

⋯

  

)ולכן  ) ( )1,0 1,0g g− )ולכן הפוקציה  = ),0t g t֏ באיחוד  קבועה( ) ( ),0 0,−∞ ∪ ∞.  

)  :בפרט ) ( ) ( ), ,0 ,0 0G d x y g b g a

ϕ

⋅ = − =∫  
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 קודות) 20(  4שאלה 

)  הראו כי הפוקציה ) ( )
2 2

1
: , cos cos ,sin sin

sin cos
F x y x y x y

x y+
֏  

)המוגדרת בקבוצה  ){ }2 2, sin cos 0D x y x y= + )היא שדה משמר בקבוצה  < )( )0,0 ;1B  הואי

y(שימו לב שהמכה קבוע על הישרים . D שדה משמר בקבוצה n xπ= ±(.  

  פתרון

)  . סמןFראשית חשב את מטריצת היעקוביאן של  ) ( ): , cos cos ,sin sing x y x y x y֏  

)  וכן: )
2 2

1
: ,

sin cos
x y

x y
ϕ

+
֏  

)  רה בכל המישור ומתקיים:גזי gהפוקציה  ),

sin cos cos sin

cos sin sin cos
x y

x y x y
Jg

x y x y

− − 
=  
 

  

) לולכ Dגזירה ב־ ϕהפוקציה  ),x y D∈ 

)  מתקיים: )
( )

( )
2

2 2

2
, sin cos ,sin cos

sin cos

x y x x y y

x y

ϕ∇ = −
+

  

Fכמוכן  gϕ=  ב־ היא גזירה 15.ז.3ולפי חלק ב של שאלהD  ולכל( ),x y D∈ :מתקיים  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

, ,,

2 2 2
2 2

2 2

2 22 2

, , ,

cos cos sin cos cos sin2 1
sin cos ,sin cos

sin sin sin cos cos sin sin cossin cos

sin cos cos cos sin cos2

sin cos sin sin ssin cos

T

x y x yx y
JF J g g x y x y x y Jg

x y x y x y
x x y y

x y x y x y x yx y

x x y x y y

x x y xx y

ϕ ϕ ϕ= = ∇ +

− −   
= − +   

+   +

−
=

−+

( )

( )

2

3 3 2 2

2 2 2 3 32 2

3 3 2 2 2

2
2 2

in cos

sin cos sin cos sin cos sin cos sin cos1

sin cos sin cos sin cos sin cos sin cossin cos

sin cos sin cos 2sin cos cos cos sin cos sin1

sin cos

y y

x y x y x x y x y y

x x y x y y x y x yx y

x y x y x x y x y y x

x y

 
  
 

 − − − −
+   + + +

− − − −
=

+
2 2 3 3 2

cos sin

cos sin cos sin cos sin sin cos sin cos 2sin sin cos

x y

x y y x x y x y x y x y y

 
  − + + 

  

)לכן מטריצת היעקוביאן  ),x y
JF רציפה וסימטרית ב־D.  

)אם  ) ( )( ), 0,0 ;1x y B∈  אז( )
2

, 1y x y π≤ < cosולכן  > 0y 2ולכן  < 2sin cos 0x y+ כלומר  <

( ),x y D∈ אז .( ),x y
JF  רציפה וסימטרית לכל( ) ( )( ), 0,0 ;1x y B∈ הקבוצה .( )( )0,0 ;1B  היא

)שדה משמר ב־ F 4.ח.8 כדור פתוח, ולכן קבוצה פתוחה וכוכבית. לכן לפי טעה )( )0,0 ;1B.  

קבוע אפשר  yדרך וספת להוכיח זאת: עבור כל 

)  לחשב: )

( ) ( )

2

2 2 2 2 21 cos sin
cos cos

2

cos cos cos
,

sin cos cos cos

1 sin
arctan arctan

cos1

u y x
y du x dx

x y y
F x y dx dx du

x y u y y

x
du u C y C y

yu

=
=

  = =  + +

= = + = +
+

∫ ∫ ∫

∫
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)אז הפוקציה  ) sin
: , arctan

cos

x
f x y

y
)  מקיימת: ֏ )

2 2 1

cos cos
,

sin cos

f x y
F x y

x x y

∂
= =   ∂ +

  

)  ולוודא: yר לפי אפשר לגזו )
2 2 2

sin sin
,

sin cos

f x y
F x y

y x y

∂
= =   ∂ +

  

)גזירה חלקית בכל קודה  fאז  ),x y  שבהcos 0y )ומתקיים  ≠ ) ( ), ,f x y F x y∇ . לכן היא =

האלה, שהיא קבוצה פתוחה, ולכן היא גזירה ברציפות גזירה חלקית ברציפות קבוצת הקודות 

)בקבוצה זאת. הקבוצה  Fהיא פוטציאל של  fבקבוצה זאת, ולכן  )( )0,0 ;1B  מוכלת בקבוצה

)פוטציאל ב־ Fל־זאת, ולכן יש  )( )0,0 ;1B ולכן ,F שדה משמר ב־( )( )0,0 ;1B.  

. לשם כך די להראות זוג מסילות חלופיות D־איה שדה משמר ב־ fעכשיו רצה להראות ש־

)שעליהן האיטגרלים של התבית  ),F dx dx⋅  טגרל שלים זה מזה, או לולאה שעליה האישו

  התבית איו אפס. ראה זאת בשתי דרכים.

)דרך אחת היא למצוא שגם הפוקציה  ) cos
: , arctan

sin

y
g x y

x
, בקבוצת Fהיא פוטציאל של  ֏−

)כל הקודות  ),x y  שבהןsin 0x )  , וזאת כי מתקיים שם:≠ ) ( ), ,g x y F x y∇ =  

)  סמן: ) ( ) ( ) ( )1 2 3 42 2 2 2
,0 , , , , , ,0P P P Pπ π π ππ π= = = − = −  

0סמן גם  4P P= יות ותה הריבוע באיור על ידי שרשור ארבע מסילות אפיגדיר לולאה שתמו

  מתאימות שתמוותיהן צלעות הריבוע:

-π/2 π/2

π/2

π

x

y

P1

P2

P4

P3

  

]שם כך אפשר להגדיר למשל ל ] 2: 1,i i iϕ − → R :על ידי  ( ) ( )1: 1i i it i t P t i Pϕ −− + + −֏  

)רואים ש־ ) 11i ii Pϕ −− )ו־ = )i ii Pϕ ,1,2,3עבור  = 4i ולכן המסילות יתות לשרשור ומוגדרת   =

]המסילה ] 2
1 2 3 4 : 0,4ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= ∗ ∗ ∗ → Rקיימת . היא מ( ) ii Pϕ 0,1,2,3,4iור בע = ובפרט  =

( ) ( )0 40 4P Pϕ ϕ= =   ולכן זאת לולאה. עכשיו אפשר לחשב את האיטגרל: =

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3 4

, , , , ,F d x y F d x y F d x y F d x y F d x y

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅∫ ∫ ∫ ∫ ∫  
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)לכל  ),x y  ת1בתמוϕ  ת באו3תמוϕ  0מתקייםy yאו  = π=  ולכןcos 0y  1ϕולכן תמוות  ≠

  . לכן:Fהיא פוטציאל של  fמוכלות בתחום שבו  3ϕו־

( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

1

3

22
1 0 4 4 2

2 2
3 2 4 4 2

sinsin
, arctan arctan arctan1 arctan 1

cos0 cos0

sin sin
, arctan arctan arctan1 arctan 1

cos cos

F d x y f P f P

F d x y f P f P

ππ
π π π

ϕ

π π
π π π

ϕ
π π

−
⋅ = − = − = − − = + =

−
⋅ = − = − = − − = + =

∫

∫

  

)לכל  ),x y  ת2בתמוϕ  ת באו4תמוϕ  מתקיים
2

x π= sinולכן  ± 0x  4ϕו־ 2ϕולכן תמוות  ≠

  . לכן:Fהיא פוטציאל של  gמוכלות בתחום שבו 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

4

2 1 4 4 2
2 2

4 3

4 4 2

2 2

cos cos0
, arctan arctan arctan 1 arctan1

sin sin

,

cos0 cos
arctan arctan arctan 1 arctan1

sin sin

F d x y f P f P

F d x y f P f P

π π π
π π

ϕ

ϕ

π π π
π π

π

π

⋅ = − = − + = − − + = + =

⋅ = −

= − + = − − + = + =
− −

∫

∫

  

)  לכן )
2 2 2 2

, 2 0F d x y π π π π

ϕ

π⋅ = + + + = ≠∫  

)האיטגרל של התבית  Dומכך שעל לולאה אחת שתמותהּ ב־ ),F dx dy⋅ ובע ש־ ו אפסאיF 

  .Dאיה שדה משמר ב־

  בתחומים שוים: Fראה דרך וספת שאיה כרוכה במציאת פוטציאלים ל־

}ו־ nעבור מספר שלם  }1ε ∈ )גדיר פוקציה אפיית  ± ), : ,n t t n tεψ π ε+֏.  

]לכל קטע  ],a b  הצמצום[ ], ,
|n a bεψ  יתטגרל של התבית, ודי קל לחשב את האיהוא מסילה אפי

( ),F d x y⋅  24.ו.8עליהָ בעזרת משפט:  

  

( )
[ ]

( )( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

, ,

, ,

|

2 2

2 2

2 2 2 2 2

, , 1,

1
cos cos ,sin sin 1,

sin cos

1
1 cos cos , 1 sin sin 1,

sin cos

1 cos , sin 1, 1 cos sin

1

n a b

b b

n n

a a

b

a

b
n n

a

b b
n n

a a

n

F d x y F t t dt F t n t dt

t n t t n t dt
t n t

t t t t dt
t t

t t dt t t dt

ε

ε ε
ψ

ψ ψ π ε ε

π ε π ε ε
π ε

ε ε

ε ε ε

⋅ = ⋅ = + ⋅

= + + ⋅
+ +

= − − ⋅
+

= − ⋅ = − +

= −

∫ ∫ ∫

∫

∫

∫ ∫

ɺ

( ) ( ) ( ) ( )2 2cos sin 1 1 1

b b
n n

a a

t t dt dt b a+ = − = − −∫ ∫
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המסילות 
2 2

0, 1 0, 1,0 0,
| |π πψ ψ− +   −   

ו־ ∗
2 2

1, 1 1, 1,0 0,
| |π πψ ψ+ −   −   

הן מסילות חלופיות שמוצא שתיהן  ∗

)הקודה  )2 2
,π π−  קודהויעד שתיהן ה( )2 2

,π π ת כל אחת מהן היא איחוד שתי צלעות שלותמו ,

  הריבוע באיור:

-π/2 π/2

π/2

π

x

y

  

)ראה שמתקבלים עליהן איטגרלים שוים של התבית  ),F dx dy⋅:  

  ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0, 1 0, 1 0, 1 0, 1
,0 0, ,0 0,

2 2 2 2

1, 1 1, 1 1, 1 1, 1
,0 0, ,0 0,

2 2 2 2

| | | |

0 0

2 2 2 2

| | | |

, , ,

1 0 1

, , ,

F d x y F d x y F d x y

F d x y F d x y F d x y

π π π π

π π π π

ψ ψ ψ ψ

π π π π

ψ ψ ψ ψ

π

− + − +       − −              

+ − + −       − −            

∗

∗

⋅ = ⋅ + ⋅

= − − − + − = + =

⋅ = ⋅ + ⋅

∫ ∫ ∫

∫ ∫

( ) ( )( ) ( ) ( )1 1

2 2 2 2
1 0 1π π π π π



= − − − + − = − − = −

∫

  

)האיטגרלים של התבית וערכי  Dמצאו שתי מסילות חלופיות שתמוותיהן ב־ ),F d x y⋅  יםשו

    .D  איה שדה משמר בקבוצה Fעליהן, ולכן 
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 קודות) 20(  5שאלה 

)תהי  ){ }2 2: \ 0,0F →R R שגזירה ברציפות ב־( ){ }2 \ 0,0R  וכך שהמטריצהaJF  סימטרית לכל

( ){ }2 \ 0,0a∈R . ה מסילהתו1 2 3 4ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= ∗ ∗ היא מסילה פשוטה  iϕהמסילה  iולכל   ∗

  כאשר: iPו־ −1iPשתמותה קטע שקצותיו 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 3 42,1 , 2, 1 , 2,1 , 2, 1 , 2,1P P P P P= − = − = = − − = −  

)  מסילתי:חשבו את האיטגרל ה ) ( )( ) ( )1, 1, ,F x y F x y d x y
ϕ

− + + ⋅∫  

  פתרון

קודת להיות  כההיעד של כל מסילה בו צריקודת ראשית שים לה שכדי שהשרשור יהיה מוגדר, 

}המוצא של המסילה הבאה, וזה מחייב שלכל  }1,2,3,4i∈  קודת המוצא שלiϕ  1הואiP−  קודתו

0ומאחר ש־ ϕ 4Pוקודת היעד של  0Pהיא  ϕ. לכן קודת המוצא של iPהוא  iϕהיעד של  4P P= 

היא פשוטה ותמותה קטע, ולכן אורכה  iϕהיא לולאה. כמוכן כל אחת מהמסילות  ϕהמסילה 

  סופי. ϕסופי (הוא אורך הקטע), ולכן גם אורך הלולאה 

)ות יש כמה וכמה דרכים לפתור את השאלה. וח להשתמש בהזז ) ( ): , ,n x y x n yτ כי בבירור  ֏+

)הפוקציה  ) ( ) ( ), 1, 1,x y F x y F x y− + 1Fהיא הסכום של  ֏+ τ� 1ו־F τ −�.  

:לשם כך וכיח באופן כללי עבור הזזה  k kτ →R R  המוגדרת על ידי: x x uτ  Fשאם  ֏+

]בתמות מסילה  מוגדרת ]: , ka bϕ → R :אז מתקיים  F dx F dx

ϕ τ ϕ

τ ⋅ = ⋅∫ ∫
�

�  

]של  Tלשם כך די להראות שלכל חלוקה   9ו..8לפי הגדרה יח  ],a b 

)  מתקיים: ) ( ); ;T TR F dx R F dxτ ϕ τ ϕ⋅ = ⋅� �  

)חלוקה יקח  )
0

r

i i
T t

=
]של  = ],a b  ודגימה( )

1

r

i i
X x

=
  מקטעי החלוקה. אז: =

  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

, 1
1

1
1

1 ,
1

;

;

r

T X i i i
i

r

i i i
i

r

i i i T X
i

S F dx F x t t

F x t u t u

F x t t S F dx

τ ϕ τ ϕ τ ϕ τ ϕ

τ ϕ ϕ ϕ

τ ϕ ϕ ϕ τ ϕ

−
=

−
=

−
=

⋅ = ⋅ −

= ⋅ + − −

= ⋅ − = ⋅

∑

∑

∑

� � � �

� �

� �

  

לכן לכל חלוקה ולכל דגימה ממה מקבלים בדיוק אותו סכום רימן, וזה מוכיח את השוויון בין 

  טגרל שעליו לחשב הוא:האי ובכןשי האיטגרלים לעיל. 

  ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 1

1 11, 1, , ,

, ,

F x y F x y d x y F F d x y

F d x y F d x y

ϕ ϕ

τ ϕ τ ϕ

τ τ

−

−− + + ⋅ = + ⋅

= ⋅ + ⋅

∫ ∫

∫ ∫
� �

� �  

)חשוב לשים לב גם שהקודות  ולכן  iϕאין באף אחד מהקטעים שהם תמוות המסילות  1,0±(
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), ולכן ϕאים בתמות  1τות של הלולאות איה בתמו 0,0( ϕ� 1ו־τ ϕ− רציפה  F, ולכן �

  בתמוות לולאות אלה והאיטגרלים לעיל מוגדרים.

1τלהמשיך היא להראות שמספר הליפוף של אחת הדרכים  ϕ− ומספר  1סביב הראשית הוא  �

1τהליפוף של  ϕ�  י שאלה −1הואטגרל המבוקש הוא: 10.ח.8, ובסימומקבלים שהאי  

  ( ) ( ) ( )
1 1

, , 1 1 0F FF d x y F d x y
τ ϕ τ ϕ

γ γ
−

⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ − =∫ ∫
� �

  

  אלא שחישוב מומק של מספר הליפוף איו כל כך קצר. אז סה קודם משהו אחר.

)המטריצה  )
cos sin

sin cos
M

θ θ
θ

θ θ

 
=  

− 
״ במובן θהיא ״מטריצת סיבוב סביב הראשית בזווית  

)שהוקטור  ) ( ),x y M θ  מתקבל מהוקטור( ),x y  על ידי סיבוב בזוויתθ  ים סביב הראשיתרדיא

]הוא הקטע  ϕם של במגמה החיובית. יח שהתחו ],α β  כלומר[ ] 2: ,ϕ α β → R.  

]  גדיר הומוטופיה על ידי: ] [ ] ( ){ }
( ) ( ) ( )

2

1

: , 0,1 \ 0,0

,

H

t t M

α β

λ τ ϕ λπ

× → R

֏ �

  

)־מאחר ש 1τתמות איו ב 0,0( ϕ� ו־( )M λπ היא מטריצה הפיכה ,(   .H  תמותבאיו  0,0(

]רציפה בתור מכפלת מטריצות של פוקציות רציפות. לכל  Hהפוקציה  ]0,1λ∈ מתקיים  

  ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1, ,H H M M H Hλ λα α λ τ ϕ α λπ τ ϕ β λπ β λ β= = = = =  

)ן היא לולאה. כמוכ Hλולכן  )0M 0היא מטריצת היחידה ולכן 1H τ ϕ= �.  

0היא הומוטופיה של לולאות מהלולאה  Hאז  1H τ ϕ= ]  :ללולאה � ] 2
1 : ,H α β → R  

  ( ) ( ) ( )1 1t t M tτ ϕ π τ ϕ= −֏ � �  

)  מתקיים: 13.ח.8לפי טעה  ) ( ) ( )
1 0 1

, , ,

H H

F d x y F d x y F d x y

τ ϕ

⋅ = ⋅ = ⋅∫ ∫ ∫
�

  

)  עכשיו רצה להראות שמתקיים ) ( )
1 1

, ,

H

F d x y F d x y

τ ϕ−

⋅ = − ⋅∫ ∫
�

  

ומכך סיק שהאיטגרל המבוקש 

)  :הוא ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 0

, , , , 0
H H

F d x y F d x y F d x y F d x y
τ ϕ τ ϕ−

⋅ + ⋅ = − ⋅ + ⋅ =∫ ∫ ∫ ∫
� �

  

1היא שרשור  ϕ ההלולא 2 3 4ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= ∗ ∗ היא מסילה פשוטה שתמותה  iϕהמסילה  iולכל  ∗

1τ. מאחר ש הלולאה iPו־ −1iPקטע שקצותיו  ϕ� והזזה , עליהָ  מתקבלת על ידי הרכבה של הזזה

)היא העתקת חפיפה, גם היא שרשור  ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 2 1 3 1 4τ ϕ τ ϕ τ ϕ τ ϕ τ ϕ= ∗ ∗ ∗� � � �  iולכל  �

1המסילה  iτ ϕ�  תה קטע שקצותיוהיא מסילה פשוטה שתמו( )1 1iPτ )ו־ − )1 iPτ.   כון דבר דומה

1τעבור הלולאה  ϕ− 1τה מתקבלת מהלולא 1H הלולאה. � ϕ�  על ידי הרכבה של העתקת החפיפה

( ) ( ) ( ) ( ), , ,x y x y M x yπ = − ולכן גם היא שרשור של ארבע מסילות פשוטות שתמוות כל  ֏−

1 :אחת מהן קטע 1 2 3 4H ψ ψ ψ ψ= ∗ ∗ היא מסילה פשוטה שתמותה קטע, קודת  iψכאשר  ∗
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) המוצא שלה היא )1 1iPτ )וקודת היעד שלה היא  −− )1 iPτ−עכשיו אפשר לבדוק . 

  :שמתקיים

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 0 1 4 1 1 1 1

1 1 1 1 1 0 1 4

1 2 1 1 1 3

1 3 1 1 1 2

2,1 1,1 1, 1 2, 1

2, 1 3, 1 3,1 2,1

2,1 3,1 3, 1 2, 1

2, 1 1, 1 1,1 2,1

P P P

P P P

P P

P P

τ τ τ τ τ

τ τ τ τ τ

τ τ τ τ

τ τ τ τ

− −

− − −

− −

− −

− = − = − − = − − = − = − =

− = − − = − − = − = − = =

− = − = − = − − = − − =

− = − − − = − − − = = =

  

)הוא  1ψהמוצא של  ) ( )1 0 1 1P Pτ τ−− 1שהוא היעד של  = 1τ ϕ− הוא  1ψ. היעד של של �

( ) ( )1 1 1 0P Pτ τ−− 1שהוא המוצא של  = 1τ ϕ− הקטע הישר  יהןתמוותשתיהן מסילות פשוטות ש. �

1ψקבל ש־ 13.א.8לכן מטעה בין המוצא והיעד. 
�

1שקולה ל־  1τ ϕ− �.  

)הוא  2ψהמוצא של  ) ( )1 1 1 4P Pτ τ−− 1שהוא היעד של  = 4τ ϕ− הוא  2ψ. היעד של של �

( ) ( )1 2 1 3P Pτ τ−− 1שהוא המוצא של  = 4τ ϕ− . שתיהן מסילות פשוטות שתמוותיהן הקטע הישר �

2ψקבל ש־ 13.א.8. לכן מטעה בין המוצא והיעד
�

1 שקולה ל־  4τ ϕ− �.  

)הוא  3ψהמוצא של  ) ( )1 2 1 3P Pτ τ −− 1שהוא היעד של  = 3τ ϕ− הוא  3ψ. היעד של של �

( ) ( )1 3 1 2P Pτ τ−− 1שהוא המוצא של  = 3τ ϕ− . שתיהן מסילות פשוטות שתמוותיהן הקטע הישר �

3ψקבל ש־ 13.א.8בין המוצא והיעד. לכן מטעה 
�

1שקולה ל־  3τ ϕ− �.  

)הוא  4ψהמוצא של  ) ( )1 3 1 2P Pτ τ−− 1שהוא היעד של  = 2τ ϕ− הוא  4ψ. היעד של של �

( ) ( )1 4 1 1P Pτ τ−− 1שהוא המוצא של  = 2τ ϕ− . שתיהן מסילות פשוטות שתמוותיהן הקטע הישר �

4ψקבל ש־ 13.א.8בין המוצא והיעד. לכן מטעה 
�

1שקולה ל־  2τ ϕ− �.  

)  לכן: ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 2 1 3 1 4

, , , , ,F d x y F d x y F d x y F d x y F d x y

τ ϕ τ ϕ τ ϕ τ ϕ τ ϕ− − − − −

⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅∫ ∫ ∫ ∫ ∫
� � � � �

  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 4 3 2

1 4 3 2 1

, , , ,

, , , , ,

H

F d x y F d x y F d x y F d x y

F d x y F d x y F d x y F d x y F d x y

ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

= − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ = − ⋅

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

� � � �

  

  ).0טגרל (ראיו קודם שממה שקיבלו כאן ובע שהאיטגרל התון הוא ובזה הסתיים חישוב האי

על ידי חישוב מספר הליפוף של  דרך וספת:יש דרכים וספות לחשב את האיטגרל. אדגים  

1τהלולאות  ϕ� 1ו־τ ϕ− �.  

 −gפוטציאל גם ויש  +Uבמישור השסוע  +gיש פוטציאל  G, לפוקציה 9.ח.8בסימוי הערה 

  .−Uבמישור השסוע 

1המסילות שמוה שים לב שבין  iτ ϕ� 1ו־ iτ ϕ− 1תמוות כולן פרט לתמוות  � 3τ ϕ� 1ו־ 1τ ϕ− � 

1, ותמוות כולן פרט ל־+Uמוכלות ב־ 1τ ϕ� 1ו־ 3τ ϕ− . וכל לחשב את האיטגרל של −Uמוכלות ב־ �

)התבית  ),G d x y⋅  תה מבין העל כל אחת מבין המסילות האלה אושרשורים שלהן שתמו
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  כהפרש פוטציאלים מתאים. לכן −Uאו ב־ +Uב־ מוכלת

  ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 2 1 3 1 4

1 1 1 0 1 4 1 1

3 3 31 1
2 1 2 1 2 1 2 1

, , ,

3, 1 1,1 1,1 3, 1

arctan arctan arctan arctan 2

G d x y G d x y G d x y

g P g P g P g P

g g g g

τ ϕ τ ϕ τ ϕ τ ϕ τ ϕ

π π π π

τ τ τ τ

π

∗ ∗

+ + − −

+ + − −

− −
− −

⋅ = ⋅ + ⋅

= − + −

= − − − + − − −

= − − − − + − − − = −

∫ ∫ ∫
� � � � �

  

1τומספר הליפוף של  ϕ� :הוא  ( )
1

1
2

, 1G d x yπ
τ ϕ

⋅ = −∫
�

  

  בדומה:

  ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 2 1 3 1 4

1 1 1 0 1 4 1 1

3 3 31 1
2 1 2 1 2 1 2 1

, , ,

1, 1 3,1 3,1 1, 1

arctan arctan arctan arctan 2

G d x y G d x y G d x y

g P g P g P g P

g g g g

τ ϕ τ ϕ τ ϕ τ ϕ τ ϕ

π π π π

τ τ τ τ

π

− − − − −∗ ∗

− − − − + − + −

− − + +

− −
− −

⋅ = ⋅ + ⋅

= − + −

= − − − + − − −

= − − − + − − − − =

∫ ∫ ∫
� � � � �

  

1τומספר הליפוף של  ϕ− )  הוא: � )
1

1
2

, 1G d x yπ
τ ϕ−

⋅ =∫
�

  

  מקבלים שהאיטגרל המבוקש הוא: 10.ח.8כאמור קודם, בסימוי שאלה 

  ( ) ( ) ( )
1 1

, , 1 1 0F FF d x y F d x y
τ ϕ τ ϕ

γ γ
−

⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ − =∫ ∫
� �

  

  .22.ט.9ובפרט בשאלה  9עזרת במשפט גרין שלמד בסוף פרק  וספתדרך 

שתמוותיהן קטעים  3ϕו־ 1ϕואת כל אחת מהמסילות  Qלצורך זה אסמן את ראשית הצירים ב־

. כדי לא Qשראשית הצירים באמצעם אפצל לשרשור של שתי מסילות עם קודות מוצא או יעד ב־

וקודת יעדהּ  Aקודת מוצאהּ להוסיף עוד המון סימוים סכים לסמן מסילה פשוטה כלשהי ש

B  בסימוןABן ב. אז כמוAB BA=
����

. מאחר שכל המסילות הפשוטות עם אותה תמוה ואותו 

מסילה במסילה ששקולה  מוצא ויעד שקולות, ערך האיטגרל של תבית איו משתה כשמחליפים

לה, וכל להשתמש בסימון זה בחישוב האיטגרל, גם אם לפעמים אותו סימון יסמן מסילות 

0  שוות אבל שקולות. בסימון זה קבל: 1 1 2 2 3 3 4P Q QP PP P Q QP P Pϕ = ∗ ∗ ∗ ∗ ∗  

)  כדי לקצר אסמן את התבית באיטגרל בתון כך: ) ( )( ) ( )1, 1, ,F x y F x y d x yω = − + + ⋅  

  אז האיטגרל התון הוא:

0 1 1 2 2 3 3 4 0 1 1 2 2 3 3 4

1 1 2 2 3 3 4 4 1 1 2 2 3 3 4 4

P Q QP PP P Q QP P P P Q QP PP P Q QP P P

QP P P P Q PQP P P P Q QP PP P Q QP P P P Q

ϕ

ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ω

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

= = + +

= + + = +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

  

)4Pשים לב שהמסילה שמסומת ב־ Q יבשרשור בשורה הה שת ב־מסילה הה אי0שמסומP Q 

  שהשרשור בשורה השיה מוגדר). ךה, אלא מסילה שקולה להּ כראשושבשרשור בשורה ה
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1קיבלו שתי לולאות  1 1 2 2QP PP P Qψ = ∗ 2ו־ ∗ 3 3 4 4QP P P P Qψ = ∗   ומתקיים: ∗

1 2ϕ ψ ψ

ω ω ω= +∫ ∫ ∫  

1מקיפה את המשולש  1ψהלולאה  2QPP  2ששוכן לשמאֹל לולאה זאת, והלולאהψ  מקיפה את

3המשולש  4QP P 2, כלומר הוא שוכן לשמאל הלולאה ההפוכה לולאה זאת ימיןוכן לששψ
�

.  

)הקודה  1מצאת בפים המשולש  1,0( 2QPP  3ומחוץ למשולש 4QP P.  

)הקודה 1מצאת מחוץ למשולש  −1,0( 2QPP  ים המשולש3ובפ 4QP P.  

)לכן ראשית הצירים  ) ( )10,0 1,0τ )מצאת בפים המשולש  =− )1 1 2QPPτ לשמאל  ןהשוכ −

1הלולאה  1τ ψ− )ומחוץ למשולש  � )1 3 4QP Pτ 1ל הלולאה השוכן לשמאֹ − 2τ ψ−
�
�.  

1קבל שמספר הליפוף סביב הראשית של  22.ט.9ממשפט גרין ומשאלה  1τ ψ− ומספר  1הוא  �

1הליפוף סביב הראשית של הלולאה  2τ ψ−
�
1פר הליפוף של הלולאה , וזה גם מס0הוא  � 2τ ψ− �.  

)כמוכן ראשית הצירים  ) ( )10,0 1,0τ= )מצאת מחוץ למשולש  − )1 1 2QPPτ  השוכן לשמאל

1הלולאה  1τ ψ�  ים המשולשובפ( )1 3 4QP Pτ  1השוכן לשמאֹל הלולאה 2τ ψ
�
�.  

1קבל שמספר הליפוף סביב הראשית של  22.ט.9שוב ממשפט גרין ומשאלה  1τ ψ�  ומספר  0הוא

1הליפוף סביב הראשית של הלולאה  2τ ψ
�
אשית של הלולאה , ולכן מספר הליפוף סביב הר1הוא  �

1 2τ ψ�  וכל להיעזר−1הוא ולקבל: 10.ח.8בשאלה ו בדברים שהוכחו קודם . עכשיו  

  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 1 2 2

1 1 1 1 1 2 1 2

1 1 1 1

1 1 1 1

, , , , , ,

, , , ,

, , , ,

0 1 1 0 0F F F F

F x y F x y d x y F x y F x y d x y

F d x y F d x y F d x y F d x y

F d x y F d x y F d x y F d x y

ϕ ψ ψ

ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

τ ψ τ ψ τ ψ τ ψ

ω ω ω

τ τ τ τ

τ τ τ τ

γ γ γ γ
− −

− −

− −

= +

= + ⋅ + + ⋅

= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

= ⋅ + ⋅ + − ⋅ + ⋅ =

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
� � � �

� � � �

� � � �

  


