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  13ממ"ן  מתווה לפתרון 
 1א2024  סמסטר:  3חשבון איפייטסימלי  – 20224  הקורס:

 קודות   4  משקל המטלה:  7פרק   חומר הלימוד למטלה:

 קודות)  20(  1שאלה 
של  Uהמוגדרת וגזירה בסביבה  lRל־  kRפוקציה חלקית מ־ f. תהי kRקודה ב־ aתהי 

 היא בעלת דרגה מלאה.  aJfמטריצה  שה. תון a , וגזירה ברציפות בקודהaהקודה  

kהוכיחו שאם   l  אז f U   היא סביבה של f a.  

  עבורהּ יתקיימו תאי משפט הפוקציה ההופכית.  ת עזרעצה: בעזרת הפוקציה התוה בו פוקצי

  פתרון 

lהיא מטריצה  aJfמתוי השאלה ובע ש־  k ־ וk l  ולכן דרגת  היאlיש מטריצה   . לכןk lA   

aJfכך ש־ A  היא מטריצהl l  .גדיר  1הפיכה: l kg R R ית על ידיאפי:  T:g x xA a  

של  Vיש סביבה  2.ד. 2לפי חלק ג של אבחה  0 l כך ש־ g V U.  ודוגמה כלל השרשרת לפי

vלכל   10.ו.3 V מתקיים     vg v g vvJ f g Jf Jg Jf A . בפרט מכך ש־ 0g a מרציפות ,g 

xxומרציפות   Jf  קודהבa ובע  קציה ש ) 7.ה. 2(לפי משפטהפו vv J f g   0רציפה ב־ ,

fכלומר  g  קודההמטריצהוכן . כמ0גזירה ברציפות ב     00 agJ f g Jf A Jf A  

 (Bובע שיש כדור פתוח 4.א. 7מטריצה הפיכה. ממשפט הפוקציה ההופכית (היא  V 0 סביב  

כך ש־ f g B .מתקייםקבוצה פתוחה          0 0f a f g f g f B   

ולכן   f g B  סביבה של  היא f a. כמוכן            f g B f g B f g V f U   

ולכן גם  f U  היא סביבה של f a .  

   

 
lמטריצה  Jוכיח זאת: תהי  1 k  שדרגתהl  קציההפו .T: x xJ    אריתקציה ליהיא פוk lR R   שמימד

,1, כלומר היא על. אז יש  l  תמותה הוא , k
lv v R  כך ש־   1 , , lv v    בסיס שלlR קצי. אז ישארית  פוה לי

: l k R R  כך ש־  i iv v     1עבור, ,i l   אז .        i i iv v v         אריתקציה הליהפו .

   מעבירה בסיס שלlR   אריתקציה הליקציית הזהות. הפולעצמו, ולן היא פו   מיוצגת בבסיסים

kהסטדרטיים של התחום והטווח שלה על ידי איזושהי מטריצה   lA   כלומר ,T: x xA  .  

אז         TT T Tx x x x J xA J x JA           ולכןJA I   היא מטריצת היחידה מסדרl l  ובפרט ,

lהיא מטריצה   l  .הפיכה 
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 קודות)  20(  2שאלה 
מספר ממשי כלשהו. תהי  יהי  : \ 0kf R R   ית־חיובית ממעלהשהיא הומוג  וגזירה

ברציפות ב־  \ 0kR  וכן  0f x   לכל \ 0kxR.   הקבוצה  1S x f x    היא משטח־על

aתהי   חלק. Sמצאו מה המרחק בין ראשית הצירים והמישור־על המשיק ל־ .S  קודהבa.  

  פתרון 

המישור־על המשיק הדון בשאלה הוא   aa T S.  

0ראשית, אם      0אז לכלt   מתקיים   0 1 1 1f ta t f a    . ת  לכןהמסילהתמו 

 : 1,1 k   R  המוגדרת על־ידי 1
21t t a ב־ תמוכלS מתקיים 1.ד.7, ולפי הגדרה

   1
2 0 aa T S  ה2.ד. 7, וכיוון שלפי טע  aT S   ארי גםהוא מרחב לי 1

22 aa a T S     ,

ולכן    0 aa a a T S     מצאת במישור־על המשיק ל־, כלומר ראשית הציריםS  ולכן

  .0המרחק ביה לביו הוא  

0משיך בהחה ש־   לפי זהות אוילר לכל . \ 0kaR  מתקיים    0a f a f a    ראו)

) ולכן 11.ב.3דוגמה   0f a  ה9.ד. 7. אז לפי אבח:      0aT S x f a x    

  בין ראשית הצירים והמישור־על את המרחק pסמן ב־ aa T S.  המרחק  6.ה. 7לפי דוגמהp 

הוא כפולה של המשיק, ויצב זה  ־עלהוא אורך היצב מהראשית למישור f a שימו לב)  

שמדובר ביצב למישור־על המשיק  aa T S ולא למשטח־על  S.(  

  אז:      1
af a

p f a a T S


    

  ולכן:     

     

       

     

1

1

1

0

af a

f a

f a

p f a a T S

p f a a f a

p f a f a a f a

p f a a f a f a 







   

      
 

    

     

  

  .)  בשורה האחרוה עשה שימוש בזהות אוילר לפוקציה הומוגית־חיובית מסדר(

  הוא מספר אי־שלילי ולכן:  pהמרחק 
 

p
f a





  

)0וסחה זאת תקפה גם במקרה    וה אי0אם המכ.(  
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 קודות)  20(  3שאלה 
2הוכיחו שקבוצת המטריצות  3  היא יריעה חלקה.  1שדרגתן  

1מצאו מטריצה שדרגתה מלאה שמצאת במרחב המשיק ליריעה זאת בקודה  1 1
1 1 1
 
 
 

  שעליהָ.  

  פתרון 

. אחת הדרכים להוכיח שזאת 4הוכח שהקבוצה היא יריעה שממדה  11מממ״ן  5בפתרון שאלה 

, ואז לפי  הטלאים ששימשו בהוכחה שם הם טלאים חלקיםשי יריעה חלקה היא להראות ש

. אחד הטלאים שם היה הפוקציה:־ממדית4היריעה היא יריעה חלקה   9.ג.7אבחה 

       

 

3
2 3: \ 0,0,0

, , ,

h M

x y z
x y z

x y z


  

 

 
 
 

R R R



  

גזירה ברציפות כי כל רכיביהָ פוקציות פוליומיות ומתקיים (תחת הזיהוי של    זאת פוקציה

2מרחב המטריצות  3  6עםR:(  

   , , ,

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

0 0
0 0
0 0

x y zJh
x
y
z

 




 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

כי עמודותיהָ בלתי־תלויות ליארית (למשל כי המטריצה המשוחלפת   4זאת מטריצה שדרגתה 

 
T

, , ,x y zJh  ת היא מטריצת מדרגות ללא שורת אפסים). לכן תמוh  ־ממדי. 4היא טלאי חלק

h תמות היה 11מממ״ן  5פתרון שאלה בהטלאי השי ש   כאשר ארית  ההייתקציה ליפו

ה צהפיכה, ודרגת המטרי Jהפיכה, ולכן המטריצה      , , ,, , , x y zx y zJ h J Jh     שווה

לדרגת  , , ,x y zJh   ת 4שהיאולכן תמו ,h   ־ממדי. 4היא טלאי חלק  

בפרט עבור  1,1,1,1  מקבלים  
1 1 1
1 1 1

h 
 

  
 

6R:  ותחת הזיהוי עם     1,1,1,1,1,1h    
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 מתקיים 6R, תחת הזיהוי עם  8.ד.7לפי אבחה     T 4
hT vJh v  R כלומר

    4 4
1 2 3 1 4 2 4 3 4

1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1
0 0 0 1 1 1

hT v v v v v v v v v v v v

  
  
          
      

R R  

ובחזרה תחת הזיהוי עם  2 3M  R:   
1 2 3 4

1 4 2 4 3 4

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
Sp , , ,

1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1

h
v v v

T v
v v v v v v

           

                  
         

R  

המרחב המשיק ליריעה זאת בקודה  4.ד.7לפי הגדרה  
1 1 1
1 1 1

h 
 

  
 

שעליהָ הוא המרחב   

האפיי     hT h ,  מצאת בו למשל המטריצהו

  
1 0 0 0 0 0 1 1 1 2 1 1
1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0
       

         
       

  

  , ולכן מלאה.2 שדרגתהּ

  שהקבוצה הדוה כאן היא: 11בממ״ן  5ראיו בפתרון שאלה  דרך אחרת:

     
1 5 2 4

1 2 3
2 3 2 3 1 6 3 4

4 5 6
2 6 3 5

0
\ 0 0

0

x x x x
x x x

S M x x x x
x x x

x x x x
 

  
       
    

R  

  מדובר בקבוצה  6Rתחת הזיהוי עם     6 \ 0 0S x F x  R  

  כאשר:

   

6 3

1 2 3 4 5 6 1 5 2 4 1 6 3 4 2 6 3 5

:

, , , , , , ,

F

x x x x x x x x x x x x x x x x x x



  

R R


  

אלא שלא קשה לבדוק למשל שדרגת המטריצה   1,1,1,1,1,1JF  ה מלאה. 2היאכלומר דרגתהּ אי ,  

 גדיר    1 2,G F F :ודהיי  

   

6 2

1 2 3 4 5 6 1 5 2 4 1 6 3 4

:

, , , , , ,

G

x x x x x x x x x x x x x x



 

R R


  

  סמן גם:    5\ 0U  R R  

 .  ראה ש:6Rזאת קבוצה פתוחה ב־  29.א. 2לפי טעה   0U S x U G x     

  ברור ש:     0 0U S x U F x x U G x        

מצד שי אם     1 6, , 0x x x x U G x     1אז 0x   :1  וכן 5 2 4

1 6 3 4

x x x x

x x x x





  

  לכן        1 2 6 2 1 6 2 3 4 3 2 4 3 1 5 1 3 5x x x x x x x x x x x x x x x x x x      

2  ומכאן 6 3 5x x x x  
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  ולכן      1 5 2 4 1 6 3 4 2 6 3 5, , 0,0,0F x x x x x x x x x x x x x      

xוקיבלו   U S :לכן .    0U S x U G x     

  דרגת המטריצה 1,1,1,1,1,1
1 1 0 1 1 0
1 0 1 1 0 1

JG
  

  
  

  

בקודה  Sהמרחב המשיק ל־ 9.ד. 7, כלומר דרגה מלאה ולפי אבחה 2הא בבירור  1, ,1a   

  הוא:        

 

  

6 T 6 T T

1 2 4 5
1 6

1 3 4 6

1 6 1 4 2 5 3 6

0,0

0
, ,

0

, ,

a a a aT S a x x a JG x xJG aJG

x x x x
x x

x x x x

x x x x x x x x

       

       
     

     

R R





  

ובחזרה, תחת הזיהוי בין   2 3M  R 6ו־R:

    1 2 3
1 4 2 5 3 6

4 5 6
a

x x x
T S a x x x x x x

x x x
           
   

  

  . למשל: 2ולא קשה למצוא בקבוצה זאת המון מטריצות שדרגתן 
1 2 4
0 1 3
 
 
 

  

,  11.ג.7־ממדית באמצעות חלק  ב של משפט 4היא יריעה חלקה  Sאפשר גם להראות ש־ הערה:

aכאשר לקודה  S  0עםia  משתמשים בסביבה מתאימה   6 0i iU x x  R  

ובאחת הפוקציות      1 2,F F ,    1 3,F F  או    2 3,F F   דרגת מטריצת היעקוביאן של)

  ).a־ אחת מהן מלאה בלפחות 
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 קודות)  20(  4שאלה 
  (״כופלי לגרז׳״).  11.ה.7זאת תוכיחו את אי־שוויון הממוצעים כמסקה ממשפט בשאלה 

הראו שלפוקצית המכפלה    .א 1 1: , , k kf x x x x    יש ערך מזערי וערך מרבי בקבוצה  

      1 1, , 0, k
k kx x x x k       

 בקבוצה זאת. fומצאו את כל קודות הקיצון של 

  הסיקו מסעיף א את אי־שוויון הממוצעים:   .ב

,1אם  , ka a 1  שליליים אז מתקיים: מספרים אי־
1

kk
k

a a
a a k

 



  

,1ואם לא כל המספרים  , ka a  :1  שווים זה לזה אז מתקיים גם
1

kk
k

a a
a a k

 



  

  סעיף א  פתרון

1kבמקרה     הקבוצה היא 1  קודת המקסימום של ימום וגםקודות המי והיא גםf .  

1kאם    הקבוצה 0,  ה 10.א.2והגדרה  6.א. 2היא קבוצה סגורה (לפי שאלה29.א. 2). לפי טע 

הקבוצה   0, k  ההקבוצה   29.ד.2סגורה. לפי מסק    1 1, , k
k kx x x x k   R   

  הקבוצה  24.א. 2ולכן לפי חלק ג של טעה סגורה     1 1, , 0, k
k kK x x x x k        

סגורה. היא גם חסומה, כי היא מוכלת בתיבה הסגורה  0, kk :  

אם  1, , kx x K   אז עבור 1, ,i k   :10  מתקיים i kx x x k      

פוליומית ולכן רציפה, ולפי משפט וויירשטראס יש לה ערך מזערי וערך מרבי   fהפוקציה  

ומתקבל בדיוק  0. ברור שהפוקציה אי־שלילית והערך המזערי של המכפלה הוא Kבקבוצה 

  . Kב־ f, כלומר אלה כל קודות המיימום של 0בקודות שלפחות אחד משיעוריהן 

הערך המרבי חיובי (הוא לפחות  1, ,1 1f   קודת מקסימום של ולכן כל (f ב־K   היא גם

  בקבוצה fקודת מקסימום של      1 1, , 0, k
k kx x x x k       

kתחת האילוץ   fולכן היא קודת מקסימום מקומי של   :עם   1 1: , , k kx x x x     

כזאת הוקטורים  x(״כופלי לגרז׳) בקודת   11.ה.7לפי משפט    ,f x x  אריתתלוייםלי.  

  מתקיים:    

  1
1

1, ,1

1 1, ,k
k

x

f x x x x x

 

    
 



 

  

כך ש־ אז יש סקלר   
1

1 1, , 1, ,1
kx x    

 
   ולכן

1

1 1
kx x     :1  ומכאן kx x   

1אז  1 kkx x x k     1ולכן 1kx x     קודת המקסימום היחידה שלוf ב־K  היא

הקודה   1, ,1.  
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  פתרון סעיף ב 

1  שווים זה לזה אז: iaאם כל ה־  1 1

1 1
1

kkk
k

k

a a a a

a a ka
ak k

 

 
 





  

1  ולכן מתקיים שוויון: 
1

kk
k

a a
a a k

 



  

iכך ש־ jו־ iיש  אחרת ja a  0ולכןia  1  :ומכאן 0ka a    

סמן 
1

i
i

k

ka
x a a

  :אז .  
 1

1
1

k
k

k

k a a
x x ka a

 
   

 


  

ולכן  1, , kx x   בקבוצה מסעיף א. גםi jx x ולכן    1, , 1, ,1kx x    :ולפי סעיף א

     1, , 1, ,1 1kf x x f    

מתקיים  
 

1
1

1

, ,
k

k
k k

k

k a a
f x x

a a


 





  ולכן: 

 
 
 

1

1

1 1

1
1

1
1

1
k

k
k

k

kk
k k

k
k

k k

kk
k

k a a

a a

k a a a a

a a
a a

k
a a

a a k


 

  

 


 






 






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 קודות)  20(  5שאלה 
f:3תהי  R R :שמוגדרת על ידי    2 3, ,x y z xy z  

  בקבוצה  fמצאו את כל קודות הקיצון של   4 4 4, , 0 , 0 , 1D x y z x y z x y z        

  והערך המרבי שלהּ בקבוצה (אם אלה קיימים). ואת הערך המזערי 

  פתרון 

  .היא קבוצה סגורה Dהקבוצה   25.ד.2לפי מסקה 

אם  1 2 3, ,x x x x D    0אזix   1,2,3עבורi   4וגם 4 4 4
1 2 3 1ix x x x     ולכן 0,1ix .  

לכן  30,1D  ובפרטD  קציההיא קבוצה חסומה. הפוf  ומית ולכן רציפה ב־פוליD   ולפי

  . מצא אותם.Dמרבי ב־ערך ערך מזערי ו f) יש ל־ 4.א.6משפט ויירשטראס (משפט 

ראשית ברור שלכל   , ,x y z D  מתקיים   2 3, , 0 0,0,0f x y z xy z f    ו־ 0,0,0 D ,

, והוא מתקבל בכל קודה שבה 0הוא  Dב־ fולכן הערך המזערי של   , , 0f x y z   ו בכלדהיי

2שבה  Dקודה ב־ 3 0xy z קודות ב־ואלה ה ,D  ובדיקה , 0שלפחות אחד משיעוריהן הוא

היא: Dב־  fפשוטה מראה אם כך שקבוצת קודות המיימום של  

               2 4 4 4 40 , 0, 1 , 0 , 1 0y z y z x y x y x y            

הוא  Dב־ f, כי הערך המרבי של Dב־ fאף אחת מהקודות האלה איה קודת מקסימום של 

לפחות    6
1 1 1 1
2 2 2 2

, ,f  .ולכן הוא מספר חיובי  

מתקיים  Dבכל קודה פימית של   2 3, , 0f
x x y z y z
     ולכן   , , 0,0,0f x y z   ולכן זאת ,

היא סביבה של כל קודה   Dאיה קודה קריטית, ולכן גם איה קודת קיצון מקומית, ומאחר ש־

. לכן כל קודות המקסימום של Dב־ fפימית שלה, קודה פימית שלה איה קודת קיצון של  

f ב־D   קודות שפה של הןDקודות  גם , וכאמור הןוולכן הן  0 שאף אחד משיעוריהן אי ,

מצאות בקבוצה   30, D .  ה25.ד.2לפי מסק  

       
     

4 4 4, , 1 , ,

, , 0 , , 0

D x y z D x y z x y z D x y

x y z D x x y z D z

        

     

  

  :כולן בקבוצה Dב־ fקודות המקסימום של  ולכן

          3 4 4 40, , , 1 , ,D x y z x y z x y z x y         
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1תוכלו לבדוק שהקבוצה הזאת שווה לאיחוד  2 3A A A  :כאשר  

  

    
    
    

3 4 4 4
1

3 4 4 4
2

3 4 4 4
3

, , 0, , 1

, , 0, , 1

, , 0, , 1

A x y z x y x y z

A x y z x y x y z

A x y z x y x y z

      

      

      

  

, אז היא קודת מקסימום של iAמצאת בתת־קבוצה  Dבקבוצה  fאם קודת מקסימום של 

f ב־iA .קודות הקיצון בכל אחת משלוש הקבוצות האלה בדוק מה יכולות להיות .  

  וכל להציג בצורה 1Aאת הקבוצה   4 4 4
1 1, , 1A x y z U x y z      

  עם:    3
1 , , 0,U x y z x y     

  . 24.א.2יחד עם חלק ב של טעה  23.ד.2פתוחה. זה ובע למשל מחלק א של מסקה  1Uהקבוצה  

1תחת האילוץ  fהיא קודת קיצון מקומי של  1Aב־ fלכן קודת מקסימום של     כאשר

  4 4 4, ,x y z x y z    קבל שאם  11.ה. 7. ממשפט (ז׳כופלי לגר) , ,a x y z   קודת היא

  המקסימום הזאת אז הקבוצה          2 3 3 2 2 3 3 3, ,2 ,3 , 4 ,4 ,4f a a y z xyz xy z x y z    

  תלויה ליארית. זאת קבוצת השורות של המטריצה 
2 3 3 2 2

3 3 3

2 3
4 4 4
y z xyz xy z
x y z

 
  
 

  

2, ולכן כל תת־מטריצה 1 ולכן זאת מטריצה שדרגתה לכל היותר 2  גולרית. לכןשלה היא סי

  למשל מתקיים:

 

2 3 3

3 3

5 3 4 3 4 4

2
det 0

4 4

4 2 0 2

y z xyz
x y

y z x yz y x

 
  

 

   

  

  בוסף מתקיים:

 

2 3 2 2

3 3

2 6 4 2 2 4 4

3
det 0

4 4

4 3 0 3

y z xy z
x z

y z x y z z x

 
  

 

   

  

  אז  4 4 4 4 4 4 41 , , 2 3 6x y z x y z x x x x          

4  ומכאן 4 4 31 2 1 1
6 6 3 6 2,x y z      

  ולכן:  44 4
1 1 1, , , ,
6 3 2

x y z  
  
 

  

4, כי 1Aוקודה זאת אכן ב־ 41 1
6 3x y    ולכןx y.  

 .  וכל למשל להציג אותה בצורה 2Aעבור ל־   2 2, , 0A x y z U x y     

  עם:    3 4 4 4
2 , , 0, 1U x y z x y z       

  . 24.א. 2יחד עם חלק ב של טעה  23.ד.2פתוחה, למשל לפי חלק א של מסקה  2Uהקבוצה  
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0תחת האילוץ  fהיא קודת קיצון מקומי של  2Aב־ fלכן קודת מקסימום של     כאשר

 , ,x y z x y   קבל שאם  11.ה. 7. ממשפט (ז׳כופלי לגר) , ,a x y z   קודת היא

  המקסימום הזאת אז הקבוצה          2 3 3 2 2, ,2 ,3 , 1, 1,0f a a y z xyz xy z     

  תלויה ליארית. זאת קבוצת השורות של המטריצה 
2 3 3 2 22 3
1 1 0
y z xyz xy z 

   
  

2, ולכן כל תת־מטריצה 1 ולכן זאת מטריצה שדרגתה לכל היותר 2  גולרית. בפרטשלה היא סי

  למשל 
2 3 2 2

2 23
0 det 3

1 0
y z xy z

xy z
 

    
 

  

0xולכן    0אוy    0אוz  בסתירה לכך ש־  2, ,x y z A  ואין ל־f קודת מקסימום ב־2A .  

  . כזכור:3Aב־ fבדוק את האפשרות שיש קודת מקסימום של 

      
        

3 4 4 4
3

3

, , 0, , 1

, , 0, , , 1, , , 0

A x y z x y x y z

x y z x y z x y z 

      

    

  

הקבוצה   30, קודה ב־ 3פתוחה ולכן היא סביבה של כלA  קודת המקסימום המבוקשת ולכן

תחת זוג האילוצים   fהיא קודת קיצון מקומי של  1, 0   אם 11.ה. 7. לפי משפט ,

 , ,a x y z   קודת הקיצון הזאת, הקבוצה היא      , ,f a a a     .אריתתלויה לי  

  הגרדיאטים האלה הם:    

   
 

2 3 3 2 2

3 3 3 3 3 3

1 2 3,2 ,3 , ,

4 ,4 ,4 4 , ,

1, 1,0

f y z xyz xy z f x x y z

x y z x y z



     
 

  

  

  

3  :התלות הליארית בייהם מחייבת 3 3

1 2 3

0 det
1 1 0

x y z
x y z

 
 
 

  
 

  
 

  

בוסף  0 , ,x y z x y    ולכןx y :ולכן  

  

3 3 3

3 3 3 3

4 4 4 4 4 4

1 2 3
2 3 1 3

0 det det det
1 1 0

2 3 3 23
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  חייבת להיות אחת מבין שתי הקודות: Dב־ fבסך הכל קיבלו שקודת מקסימום של 
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