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  12  ממ"ןמתווה לפתרון 
 1א2024  סמסטר:  3חשבון איפייטסימלי  – 20224  הקורס:

 קודות   2  משקל המטלה:  6–3 יםפרק  חומר הלימוד למטלה:

 קודות)  25(  1שאלה 
f:3תהי  R R כך ש־ , , 0f x y z   אם  3, ,x y z Q  ואחרת   , , sinf x y z xyz.  

גזירה בקודה  fהראו ש־ 0,0,0  קודהה גזירה בואי 1,1,.  

)Q .לייםהיא קבוצת המספרים הרציו   .ליהוא מספר אי־רציו (  

  רציפה, וכל הקודות בהן היא גזירה.  f(לא להגשה): מצאו את כל הקודות בהן הפוקציה   אתגר

  פתרון 

ראשית שים לב ש־      3 3\, , , , sinf x y z x y z xyz R Q  לכל  3, ,x y z R.  

סמן גם     : , , sing x y z xyzיםבסי , וכדי לקצרסמן  מו3 3\  R Q.  

אז      f x x g x  לכלxR שימו לב שהאות) .x ,קודה במרחבלעתים משמשת כ  

, ולעתים כמספר ממשי: אחד משיעורי הקודה  3xRדהייו   , ,x y z.(  

  .3Rהיא רציפה ב־ 3Rהיא פוקציה יסודית המוגדרת ב־ gמאחר ש־

היא פוקציה חסומה כי תמותהּ היא הקבוצה הסופית   הפוקציה   0,1.  

מתקיים  3aRאם בקודה   0g a   אז גם      0f a a g a .  

כמוכן     0x ag x g a   ה11.ו.2ובעזרת מסק         0x af x x g x f a     

  .aרציפה בקודה  fולכן גם 

מתקיים  3aRבקודה לעומת זאת, אם   0g a    אזf  קודהה רציפה באיa יח אם :

f/אז גם   aבשלילה שהיא רציפה בקודה  g   רציפה ב־a 4.ד. 2, אבל לפי שאלה a  האי

3קודת שפה של  3\R Q הקודת שפה של  3.א.2, ולפי אבח ה3איQ קודה זה לא יתכן, כי כל .

היא סביבה של  U: אם 3Qהיא קודת שפה של   3Rב־ 1 2 3, ,a a a a  משימוש פעמיים בשאלה

1כך ש־  iaשל  iU תובע שיש סביבו 31.א.2 2 3U U U U  ב־ .iU  לייש מספר רציוiq  ומספר

. אז ipאי־רציולי   3
1 2 3, ,q q q U Q ו־  3

1 2 3, . \p p p U Q כלומר בכל סביבה ,U  שלa  יש

  .3Q  היא קודת שפה של aולכן  3Qוקודות שאין ב־ 3Qקודות מ־

קיבלו שהקודות  , ,x y z   קציהשבהן הפוf  קודות בהןרציפה הן בדיוק ה , , 0g x y z  ,

דהייו   sin 0xyz  כלומר אלה שעבורן יש מספר שלם ,m  עבורוxyz m.  

0בפרט  0 0 0    1ו־ 1 1      ולכןf  קודותרציפה ב 0,0,0 ו־ 1,1,.  
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גזירה ב־ fכדי להוכיח ש־  0,0,0   שים לב שלכל , ,x y z  ושאי 0,0,0 :מתקיים  

  

       
 

   
 

 
   

3 3\ , , sin, , 0,0,0 0,0,0 , ,
, , , ,

sin
, , , ,

x y z xyzf x y z f x y z
x y z x y z

xyz xyz
xy

x y z x y z

  


  

R Q

  

וכן    , , 0,0,0 0x y zxy  קבל ולכן בעזרת כלל הכריך  

  
       

     , , 0,0,0
, , 0,0,0 0,0,0 , ,

0
, , x y z

f x y z f x y z
x y z 

  
  

גזירה ב־ f,  2.א.3ה רדהייו, לפי הגד 0,0,0  ו־   0,0,0 0,0,0f .  

איה גזירה בקודה  fכדי להראות ש־ 1,1,a    חהראה שהיח בשלילה שהיא גזירה שם ו

קיימת הגזרת הכיווית  9.ב.3זאת מובילה לסתירה. לפי משפט  u f a  למשל עם 0,0,1u .  

  :2.ב.3לפי אבחה         
0 0

1,1,
lim limu t t

f a tu f a f t
f a t t


 

  
    

  מתקיים: 1Qשים לה שמאחר ש־ 

             3 3 \ \\1,1, 1,1, 1,1, sin sinf t t g t t t t t                 R Q R QR Q  

  קיים הגבול: ולכן, קיים דלעילהגבול  \0

sinlim
t

tt t 


R Q  

  לכן קיים גם הגבול: 
 \0

\0

0

sinlim
lim sinlim

t
t

t

tt tL t t
t

 
  






  

R Q
R Q  

כי אם אבל גבול זה איו קיים, למשל   1n nq 


אז  סדרת מספרים רציוליים ששואפת ל־ 

0n nq    ולכן      \ \ 0 0n n nq q        R Q R Q  

0Lומכאן   י אםומצד ש ,  1n np 


אז   רציוליים ששואפת ל־ אי־סדרת מספרים  

0n np    ולכן      \ \ 1 1n n np r        R Q R Q  

1Lומכאן  .  

גזירה הן אלה שבהן היא רציפה, שראיו שהן אלה   fהקודות בהן  לבסוף אוסיף ללא הוכחה:

שבהן  , , 0g x y z  ,  ודהי sin 0xyz  , טוסף מתקיים בהן גם שמתאפס הגרדיאושב

      , , cos , , , ,g x y z xyz yz xz xy yz xz xy   קודות שעל  , ואלההצירים.שלושת כל ה  
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 קודות)  25(  2שאלה 
הפוקציה החלקית מ־  fתהי  k kM  R ־ ל k kM  R   שמתאימה לכל מטריצה הפיכהX   את

1Xההופכית שלהּ   כלומר ,  1f X X  תהי . k kA M  R  .הפיכה  

וש־  Aגזירה ב־ fהוכיחו ש־   1 1
ADf H A HA    לכל k kH M  R.  

ABאת האי־שוויון  ולצל  בדרך כדאי להוכיח  A B   כון עבור כל זוג מטריצותשA ו־B   שמכפלתןAB  .מוגדרת  

  פתרון 

  הפוקציה    
1

:A k k k kDf M M

H A HA
 







R R



  

  מה שעליו להוכיח הוא  1.ו.3היא ליארית, ולפי הגדרה 

  
     

0 0A
H

f A H f A Df H
H 

  
  

  דהייו יש להוכיח כי  1 1 1 1
0

1 0HA H A A HA
H

   
     

  די להראות:  9.ג.2ולפי אבחה   1 1 1 1
0

1 0HA H A A HA
H

   
      

של כלל הכריך, ורציפות פוקציית הכפל של מטריצות (שהיא פוקציה   4.ו.2שתמש גם במסקה 

ABבאי־שוויון  ויסודית ואף פוליומית)  A B  :(וכיח בהמשך אותו)  

  

    

      

   

 

 
 

   

1 11 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 11 1 1 1
0

1 1

1

1

1

1

0 0 0H

A H A A HA A H A A HA
H H

A H I A H A A H A HA
H

A H I I HA HA HA HA
H

A H HA HA
H

A H H A H A
H

H A H A A A A A

      

   

    

  

  



    


       

      

      

  

      

          

  

ABבאי־שוויון   השתמשו (במקום המסומן ב־(*))  בדרך A B  כאשר ,Aו־B  הן שתי מטריצות

  : כאן בספר ולכן וכיח אותואי־שוויון זה איו מוכח א מכפלתן. הי ABו־
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יח ש־  k mA M  R ו־ m nB M  R  אז מוגדרת המכפלה . k nAB M  R סמן ב־ .ia   את

Tוב־ Aשל המטריצה   iהשורה ה־ 
jb  את העמודה ה־j   של המטריצהB  אז .ia ו־jb  הם וקטורי

. לפי הגדרת כפל מטריצות הרכיב ה־mRשורה ב־  ,i j   של המכפלהAB  :הוא

       , , ,
1

m

i ji j i l l j
l

AB A B a b


    

iשוורץ  –לפי אי־שוויון קושי j i ja b a b  .  

  אז:    
,

2 2 22 222

1 1 1 1 1 1 1 1i j

k n k n k n k n

i j i j i j
i j i j i j i j

AB AB a b a b a b
       

            

  כעת 
,

2 2 2

1 1 1 i l

k k m

i
i i l
a A A

  
    

  ובדומה 
,

2 2 2

1 1 1 l j

n n m

j
j j l
b B B

  

    

2ולכן  2 2AB A B   ומכאןAB A B .  

ABשימו לב גם שמהאי־שוויון   A B   ובע מידית האי־שוויון  1 2 1 2n nA A A A A A   

1כל עוד המכפלה  2 nA A A  .(דוקציהההוכחה באי) מוגדרת  
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 קודות)  25(  3שאלה 
תהי   : \ 0 kkf R R   ית־חיובית ממעלההומוג תהי .  \ 0 kkaR  0ויהי .  

קיימת אם ורק אם הגזרת   aבקודה  fשל  uהראו שהגזרת הכיווית בכיוון  kuRעבור   א.

קיימת, ומצאו את הקשר בין  aבקודה  fשל  uהכיווית בכיוון  u f a לבין  u f a.  

, ומִצאו את הקשר בין aגזירה ב־ fאם ורק אם  aגזירה ב־ fהראו ש־  ב. f a ו־ f a.  

 aHf, ומִצאו את הקשר בין aב־  פעמיים גזירה fאם ורק אם   aב־  פעמיים גזירה fהראו ש־  ג.

  . aHfו־

  פתרון סעיף א 

  :2.ב. 3שתמש בגבול מאבחה 

            

       

     

0 0

0 0

1 1
0

lim lim

lim lim

lim

t

u t t

t

t st s

us

f a u f af a tu f a
f a t t

f a u f a f a su f a
t s

f a su f a
f as



   




 

  


   


 

 

 

 



  
  

   


 
  



  

זה מראה שלכל   \ 0 kkaR 0־ו   ית בכיוון אםגזרת הכיווהu   שלf  קודהבa קיימת  

, ו־קיימת aבקודה  fשל  uהגזרת הכיווית בכיוון אז גם    1
u uf a f a    .  

במקום  a אז אותו שיקול עם הקודה aבקודה  fשל  uהכיווית בכיוון אם קיימת הגזרת 

a  1והמספר החיובי   במקום  יתגזרת הכיוובכיוון מראה שקיימת הu  שלf  קודהב

1a a  הקשר .   1
u uf a f a      קציהפירושו שהפוu f  ית־קציה הומוגהיא פו

1חיובית ממעלה    קודה ב־ זאת אם היא מוגדרת בכל)  \ 0 kkR.(  

  פתרון סעיף ב 

  :2.א.3אז מהגדרה   aגזירה ב־ fאם 
     

0 0h
f a h f a f a h

h 

   
  

  לכן:

  

           

     1

1 11

1

1 1

01
0h

f a h f a f a hf a h f a f a h
h h

f a h f a f a h

h


        

 

 





 



 



        


   
  

  

ו־  aגזירה ב־ f,  2.א.3ולכן, שוב מהגדרה    1f a f a    .  
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טעה זאת כוה לכל קודה   \ 0kaR  ּשבהf  ,ולכל מספר חיובי גזירה  יקח במקום ואם ,

a  קודהאת הa  ובמקום   1את המספר החיובי  קבל שאםf  קודהגזירה בa אז היא

1aגזירה גם בקודה a  אם .fקודה ב־ גזירה בכל \ 0kR  הקשר   1f a f a     

1הם פוקציות הומוגיות־חיובית ממעלה  fשכל רכיבי הגרדיאט ו פירוש .  

  ג פתרון סעיף 

שבה כל הגזרות   aשל  Uפירושהּ שיש סביבה  aגזירה פעמיים ב־ fההחה ש־  2.ב.5לפי הגדרה 

הגזרת החלקית  1ג. 3לפי הגדרה  .aקיימות, והן גזירות ב־ fהחלקיות של  
i

f
x

  גזרתהיא ה

הכיווית  
ie
f ו מקבלים שבסביבהולכן לפי סעיף א א ,U  שלa   גזרות החלקיותקיימות ה

ומתקיים  fשל    1
i ie ef x f x      לכלx ב־U כלומר ,   1

i i

f f
x xx x  
 .  

, שלא יצלה במלואה את ההגדרה של ״פוקציה  כעת מסעיף ב (או ליתר דיוק מדרך הוכחתו

הומוגית־חיובית״, אלא רק את הזהות    f x f x   עבורx  בסביבה שלa מקבלים (

שהפוקציה  
i

f
x

  קודהגזירה בa  ומתקיים     2

i i

f f
x xa a  
    . בפרטf   גזירה

הביטוי . aפעמיים בקודה        2 2

1
, ,

i i k i

f f f
x x x x xa a a  
        הוא השורה ה־i  של מטריצת

ההסיאן  a aHf J f   ולכן השוויון האחרון מראה שהשורה ה־i  שלaHf  שווה לשורה ה־i  של

2
aHf

   2ולכן
a aHf Hf

  .  

במקום  a, אז אותו שיקול עם  aגזירה פעמיים ב־ fכמו בסעיפים הקודמים, קבל גם שאם 

a  1והמספר החיובי   במקום מראה ש־f  קודה1גזירה פעמיים בa a .  

גזירה פעמיים בכל קודה ב־ fבפרט קיבלו שאם  \ 0kR  אז כל רכיבי ההסיאןHfכל   ו, דהיי

2, הם פוקציות הומוגיות ממעלה fהגזרות החלקיות מסדר שי של    .  
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 קודות)  25(  4שאלה 
  מספר ממשי ותהי: יהי     3, , 0,A x y z x y z       

הוכיחו כי לפוקציה   : , , 2f x y z xy yz xz xyz   יש ערך מזערי ב־A   4.5אם ורק אם  .  

  .) Aב־ f(עצה: כדאי לחשוב גם על ערכי  

  פתרון 

0ראשית שים לב שם    אזA   ולכן בודאי שאין ל־f ערך מזערי ב־A  0כאשר .  

0בהמשך יח     :סמןו      3, , 0,K x y z x y z        

קבוצה סגורה בתור חיתוך של המישור  זאת  , ,x y z x y z    שהוא קבוצה סגורה, עם ,

הקבוצה הסגורה  30, .גם קבוצה חסומה כי אם  היא , ,x y z K   0אז x y z      

0ובדומה  y    0וגם z    ולכן 30,K  והתיבה הסגורה , 30,  .היא חסומה  

לפי משפט  ולכן Kפוליומית ולכן רציפה בכל המרחב. בפרט היא רציפה ב־  fהפוקציה  

p. תהי Kיש לה ערך מזערי ב־ )4.א.6ויירשטראס ( K   ימום שלקודת מיf  ב־K.  

אז    ,0,0 0f p f  .  

אם  , , \x y z K A   0אזx   0אוy   0אוz   0ולכןxyz  ו־ , , 0f x y z xy yz xz    .  

aאם יש  A כך ש־  0f a    אז הערך המזערי שלf ב־K רי של עהוא גם ערך מזf ב־A:  

xלכל   A  מתקיים גםx K  ולכן   f x f p לכן אם .p A   אזp  ימום שלקודת מיf 

, ו־ Aב־ f p   הערך המזערי שלf ב־A.   אחרת\p K A  ולכן   0 0f p f a    כלומר

    0f p f a   הערך המזערי של   0ולכןf ב־A ו־a   ימום שלקודת מי היאf ב־A  

בפרט מתקיים     0f p f a   ולכן אם  0f p   אז\p K A  כלומרp A  ולכןp   קודת

  .Aב־  fמיימום של  

aאז יש   Aב־ fגם ההפך כון: אם יש ערך מזערי של   A כך ש־  0f a   : תהיa   קודת

1. אם Aב־  fמיימום של  
20      אז , , 2 A     :ומתקיים  

           

    

2 2

2 2
0

, , 2 2 2 2 2

2 2 0 2 0 0 0

f a f



             

     

        

         

  

לכן   0f a  .  

aאם ורק אם יש   Aב־fסיכום בייים: או יודעים שיש ערך מזערי של  A  עבורו  0f a  .

או גם יודעים שאם זה כך אז האי־שוויון   0f a   כון גם עבורa  קודת ימום של  שהיאמיf  

  . סה אם כן לאתר את הקודה הזאת:Aב־

             3 2, , 0, , , , 0, ,A x y z x y z x y x y x y x y                
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  סמן:     2, 0,U x y x y       

וחלק ב  29.א. 2, חלק ג של טעה 23.ד.2(לפי חלק א של מסקה 2Rהיא קבוצה פתוחה ב־  Uאז 

  ). מתקיים 24.א. 2של טעה     , , ,A x y x y x y U     

  ולכן       , , ,f A f x y x y x y U     

2:gגדיר  R R על ידי:  

          , , , 2x y f x y x y xy x y x y xy x y             

  אז:         , ,f A g x y x y U g U    

  ערך., וזה אותו Uיש ערך מזערי ב־ gאם ורק אם ל־ Aיש ערך מזערי ב־ fלכן ל־ 

כל קודת  3.ב.6היא קבוצה פתוחה, היא סביבה של כל קודה בהּ, ולפי אבחה  Uמאחר ש־

גזירה בכל המישור, פוליומית ולכן gהיא קודת מיימום מקומי, ומאחר ש־ Uב־  gמיימום של  

  זאת גם קודה קריטית. 10.ב.6לפי משפט 

, U בקבוצה gאז ערך זה איו חיובי, והוא גם ערך מזערי של  Aיש ערך מזערי ב־ fאם ל־

קודה קריטית gאז ל־ Aיש ערך מזערי ב־f, ולכן אם ל־ gשמתקבל בקודה קריטית של 

 ,x y U  שבה , 0g x y להפך, אם ל־ .g   קודה קריטית ,x y U   שבה , 0g x y    אז

בפרט מתקיים  , ,a x y x y A    ו־  0f a  ו כבר שבמצב זה יש ל־וראי ,f  ערך מזערי

  . A בקבוצה

קודה קריטית  gאם ורק אם ל־ Aיש ערך מזערי ב־ fל־  קיבלו ש ,x y U  שבה , 0g x y .  

 קודות הקריטיות של רלכןצה למצוא את הg, מצאות ב־ לבדוק אלו מהןUאת ערכי  , לחשב

g איםקודות האלה ולבדוק באילו תו חיוביבחשב:לפחות אחד מהערכים אלה אי .  

פשט קצת:    2 2 2 2, 2 2 2g x y x y x y xy x y xy xy           

 :גזור     2 2, 4 2 2 2 , 2 4 2 2g x y xy y x y y x xy y x x                

אם  ,x y  קודה קריטית שלg  :2  אז

2

4 2 2 2 0

2 4 2 2 0

xy y x y y

x xy y x x

 

 

     

     

  

:היה מהראשוחסר את המשוואה הש  

    
2 22 2 2 2 0

2 1 2 0

y x x y y x

y x y x

 



     

    

  

קבל ש־ וx y  1או
2x y   .  אםx y :תות האז הצבה במשוואה הראשו  

  

 

 

   

2 2

2

2 2

22

4 2 2 2 0

6 3 2 0

3 2 3 2 24 3 2 9 12 4 24
12 12

3 2 3 2 3 2 3 23 2 9 12 4
12 12 12

x x x x x

x x

x

 

 

      

     

     

   

        
 

        
  
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  לכן 
 3 2 3 2 6 1

12 12 2x y
   

     

  או:
 3 2 3 2 4

12 12 3x y
     

     

1אחרת 
2x y     1כלומר

2y x   :קבליה וציב את זה למשל במשוואה הש  

     
 

   

   

2 1 1
2 2

2

2 2

22

2 4 2 2 0

2 2 1 1 0

2 1 2 1 8 1 2 1 4 4 1 8 8
4 4

2 1 2 3 2 1 2 32 1 4 12 9
4 4 4

x x x x x x

x x

x

   

 

      

     

         

    

          
 

        
  

  

  לכן 
  1 1

2 2
2 1 2 3 4 4 1,4 4x y x
    
   

         

  או:
  2 1 1

4 2 2
2 1 2 3

, 14x y x
 

 
  

         

  הן: gמצאו שהקודות הקריטיות של        1 1 1 1 1 1
3 3 2 2 2 2, , , , , 1 , 1,      

הקודה   1 1
3 3,  מצאת ב־Uמצאות ב־ ושלוש האחרות ,U   1אם ורק אם  .  

  בקודות אלה הם: gהערכים של 

           

         
 
 

3

3 2 2 2 3 2 21 1 1 1 1 1 1 2 1
3 3 3 3 3 3 3 33

3 2 2 21 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2 4

1 1 1
2 2 4

1 1 1
2 2 4

9 2, 2 4 2 2 27

, 2 4 2 2

, 1

1,

g

g

g

g

           

  

 

 


         

         

   

   





  

שכן ראיו שהן   Uהאחרוים הם חיוביים אם הקודות הקריטיות המתאימות ב־שלושת הערכים 

1רק כאשר   Uב־   קודה קריטית לכן יש . ,x y U כך ש־ , 0g x y   קודה אם ורק אם

זאת היא   1 1
3 3,   ומתקיים 1 1

3 3, 0g     9אם ורק אם 2 0    ו אם ורק אם9דהיי
2  

4.5כלומר   איו שהתו קודם קיבל4.5. יחד עם מה שמצא   שקול לקיום של ערך מזערי

  .A בקבוצה fשל הפוקציה  
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  קודות)  0(  לת רשותשא
 , שהוגדר השה חומר רשות במסגרת ההקלות עקב מלחמת חרבות ברזל. 4שימו לב: שאלה זאת היא על פרק 

f:3תהי  R R קציה גזירה פעמיים ברציפות ב־3פוR  יח שלכל .  3, ,x y z R  מתקיים

השוויון     
2

2, , , ,f f
y x
x y z x y z 

 
 :קציהגדיר פו .  

   

2

0

:

, , ,
y

g

x y f x y z z dz





R R



  

הוכיחו שלכל    2,x y R  :מתקיים       
2

2, , ,0,g g
y x
x y x y f x y 

 
   

  פתרון 

h:2קבוע גדיר  yRעבור  R R  על ידי     , , ,h z t f t y z z   

H:וגדיר גם   R R :על ידי         
0 0

, , , ,
y y

H t h z t dz f t y z z dz g t y      

h 2גזירה ברציפות ב־R  קציה הגזירה ברציפותכהרכבה של הפוf קציהית  על פוהאפי

   , , ,z t t y z z ה , שגם היא כמובן גזירות ברציפותגזרת החלקית ). 17.ז.3(ראו טעבפרט ה

h
t


 .לכל  בבירור רציפה בכל המישור  2,t z R מתקיים:     , , ,fh

t xz t t y z z
    

  קבל:  4.ב.4ממשפט      
0 0

, , ,
y y

fh
t xH t z t dz t y z z dz
       

קטע בחר  tRעבור ליתר דיוק:  ,c d כך ש־ ,t c d . 0אם y  סמן   , 0,a b y   ואם

0y    סמן   , ,0a b y .  

0כעת אם  y   אז   ,
b

a

H t h z t dz   קבל ממשפטשמתקיים: 4.ב.4ו  

       
0

, ,
yb

h h
t t

a

H t z t dz z t dz 
      

0yאם     אז     , ,
a b

b a

H t h z t dz h z t dz     קבל: 4.ב.4וממשפט  

         
0

0

, , ,
yb

h h h
t t t

a y

H t z t dz z t dz z t dz  
           

0yאם     אז   
0

0

, 0H t h z t dz  :ולכן       
0

0 0

0 , ,
y

h h
t tH t z t dz z t dz 
       

  ). 3.ה.4וסחה ללא הפרדה לשלושה מקרים על־ידי שימוש במשפט אותה (אפשר גם לקבל את 
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בכל אופן: כיוון ש־    ,H t g t y  ברור שמתקיים   ,g
xH t t y
  :ולכן  

         
0 0

, , , ,
y y

g fh
x t xt y H t z t dz t y z z dz 
        

  ממשיים מתקיים: yו־ tהוכחו עד כה שעבור כל     
0

, , ,
y

g f
x xt y t y z z dz 
    

הגזירות פעמיים מ שובעת 3Rב־ fשל  (פעם אחת) ברציפות רק בגזירות  ובדרך השתמש

fשהפוקציה   גם ובע 3Rגזירה פעמיים ב־  fמהתון ש־ שתוה.
x

 .גזירה ברציפות  

  וגדיר פוקציות אחרות שיתן להן אותם שמות:  Hושל  hשכח את ההגדרות של 

h:2קבוע גדיר  yRעבור  R R  על ידי     , , ,f
xh z t t y z z
   

H:וגדיר גם   R R :על ידי         
0 0

, , , ,
y y

f g
x xH t h z t dz t y z z dz t y 
       

  מתקיים:  tכעת אותו טיעון כמו קודם מראה שלכל    
0

,
y
h
tH t z t dz
    

מ־   , , ,f
xh z t t y z z
  ברור שמתקיים   

2

2, , ,fh
t x
z t t y z z

 
  ומ־   ,g

xH t t y
  ברור

שמתקיים    
2

2 ,g
x

H t t y


   ולכן לכלt  ו־y :מתקיים     
2 2

2 2
0

, , ,
y

g f
x x
t y t y z z dz 

 
   

  וקבל: tבמקום  xציב    
2 2

2 2
0

, , ,
y

g f
x x
x y x y z z dz 

 
   

  שהוגדרו קודם ושחרר את שמותיהן לשימוש חדש.Hו־ hעכשיו שוב שכח את הפוקציות 

 2:hגדיר פוקציה xעבור מספר קבוע  R R  על ידי     , , ,h z t f x t z z   

H:וגדיר גם   R R :על ידי         
0 0

, , , ,
t t

H t h z t dz f x t z z dz g x t      

היא הרכבה  hש־וכיוון   3Rובע שהיא גזירה ברציפות ב־ 3Rגזירה פעמיים ברציפות ב־ fמכך ש־

ית האפיפוקציה ה על  fשל    , , ,z t x t z z  ובע ש־h  2גזירה ברציפות ב־R כלל , ולפי

  :השרשרת   , , ,fh
t yz t x t z z
    

סמן גם    0t  ו־ t t   לכלt .אז    ממשי  0t  ו־  1t   .  

עבור קטע  ,a b   ו־  0שמכיל את   , ,c d a b  קבל ממשפט4 .שלכל   3.ה ,t a b  :מתקיים  

               
 

 
, , ,

t
h
t

t

H t h t t t h t t t z t dz




    
       

ממשי אפשר לבחור קטע  tכיוון שלכל   ,a b  ה לכל   0שמכיל אותו ואתכו וסחההt .ממשי  
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השוויון     ,H t g x t  ובע   ,g
yH t x t
 :תות וסחה לעילהצבת כל הערכים ב .  

                 
 

 

       

   

0 0

0

, , , ,

, 0 , , , , ,

,0, , ,

t
g h
y t

t

t t
fh

t y

t
f
y

x t H t h t t t h t t t z t dz

h t t z t dz f x t t t x t z z dz

f x t x t z z dz





    
 


 




     

      

  



 



  

  וקבל:  tבמקום  yציב      
0

, ,0, , ,
y

g f
y yx y f x y x y z z dz 
     

לבסוף שתמש בתון 
2

2
f f
y x
 
 
 קבלו       

2

2
0

, ,0, , ,
y

g f
y x
x y f x y x y z z dz 

 
    

  וממה שהוכח קודם קבל:     
2

2, ,0, ,g g
y x
x y f x y x y 

 
  


