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  11מטלת מחה (ממ"ן)  
  1א2024  סמסטר:  3חשבון איפייטסימלי  – 20224  הקורס:

  קודות  2  משקל המטלה:  2–1 יםפרק  חומר הלימוד למטלה:

  31.12.2023מועד אחרון להגשה:    5מספר השאלות:  

  )הסבר מפורט ב"והל הגשת מטלות מחה"( קיימות שתי חלופות להגשת מטלות למחה

 ממ"ן). באמצעות הדואר או ישירות למחה במפגשי ההחיה (במעטפה בצרוף טופס מלווה •

  .המקוות המטלות מערכת באמצעות •

  

 קודות) 20(  1שאלה 

kקבוצות ב־ Bו־ Aתהייה 
R תהי .C איחוד כל הקטעים הסגורים שקצה אחד שלהם ב־A 

), דהייו Bוהקצה השי ב־ ){ }1 , ,0 1C ta t b a A b B t= + − ∈ ∈ ≤   . הוכיחו או הפריכו:≥

  .קבוצה קמורה Cקמורות אז  קבוצות Bו־ Aאם   .א

  .קבוצה פתוחה Cפתוחות אז  קבוצות Bו־ Aאם   .ב

  קבוצה סגורה. Cסגורות אז  קבוצות Bו־ Aאם   .ג

  

 קודות) 20(  2שאלה 

kקבוצה ב־ Aתהי 
Rתון ש־ .B כדור שמכיל את  A  ושאין כדור אחר שמכיל אתA ומוכל ב־B .  

  .פתוחהוא כדור  B פתוחה אז קבוצההיא  Aשאם  הוכיחו  .א

  .הוא כדור סגור B סגורה אז קבוצההיא  Aשאם  הוכיחו  .ב

  

 קודות) 20(  3שאלה 

:תהי  k lf →R R .קציה רציפהפו  

kקבוצה סגורה ב־ nAתהי  n  לכל מספר טבעי
R  ותהי

1

n

n

A A
∞

=

=∪.  

)הראו ש־ )nf A .ה בהכרח קבוצה סגורהאי  

)כך ש־ lRב־ nBהוכיחו שיש קבוצות סגורות  )
1

n

n

f A B
∞

=

=∪.  
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 קודות) 20(  4שאלה 

kקבוצה קמורה וחסומה ב־ Aתהי 
R ש־[ ]0

k .ּימית שלהקודה פ  

  היא משטח־על. ∂Aבשאלה זאת תוכיחו ש־

xהוכיחו שאם   .א A∈∂ 0ו־ 1α<  .A  היא קודה פימית של xαאז  >

]הוכיחו שהפוקציה   .ב ]( )1: 0 ;1
kkf A S −∂ 1המוגדרת על ידי  →

x
x x֏ קציה חד־חד־היא פו

 ערכית ורציפה.

]הראו שהפוקציה ההופכית   .ג ]( )1 1: 0 ;1
kkf S A− − ]היא פוקציה רציפה ב־ ∂→ ]( )1 0 ;1

kkS −. 

kהיא משטח־על ב־ ∂Aדלעיל כדי להסיק ש־ fובפוקציה  14.י.2היעזרו בדוגמה   .ד
R. 

  

 קודות) 20(  5שאלה 

  שלהּ, והיא גם מימד מרחב העמודות שלהּ.  השורותהדרגה של מטריצה היא מימד מרחב 

2 את מרחב המטריצות 6זהה עם המרחב האוקלידי  ×3
R ) 1.א.1ראו הערה(.  

2הוכיחו שקבוצת המטריצות   2 היא קבוצה פתוחה, ושקבוצת המטריצות  2שדרגתן  ×3 3× 

  .4היא יריעה ממימד  1שדרגתן 

}שאם הערה: במעט יותר מאמץ אפשר להוכיח  }min ,r k l= קבוצת המטריצות אזk l×  שדרגתןr  היא קבוצה

}פתוחה ושאם  }0 min ,r k l< )היא יריעה ממימד אז  > )( )kl k r l r− − −.  

   ►►►סוף המטלה 
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 הערות

  .1\92\ב2021סעיפים ב ו־ג היו   :1לשאלה 

x,א כון: אם  y C∈ 0ו־ 1λ≤ )יש להראות  ≥ )1u x y Cλ λ= + − ∈.  

0λברור שזה כון אם  1λאו  = 0ולכן יח בהמשך  = 1λ< <.  

a,יש  c A∈ ו־,b d B∈ ו־[ ], 0,1s t∈ כך ש־( )1x ta t b= + )ו־ − )1y sc s d= + −.  

1λסמן:  λ′ = − 1t t′ = 1sו־ − s′ = 1λ. אז כמובן − λ ′+ = ,1t t′+ 1sו־ = s′+ = ,

xומתקיים  ta t b′= + ,y sc s d′= u ולכן, + x yλ λ ′=   , כלומר:+

  u ta t b sc s dλ λ λ λ′ ′ ′ ′= + + +  

0tאם  sλ λ ′+ 0tאז מאחר שהמחוברים אי־שליליים  = sλ λ′= 0tולכן  = s= , ולכן =

1s t′ ′= u.  במקרה זה = b d Bλ λ′= + )  קמורה, ולכן: Bכי  ∋ )0 1 0u a u C= + − ∈  

0tאם  sλ λ′ ′ ′+ 0tאז מאחר שהמחוברים אי־שליליים  = sλ λ′ ′ ′= 0tולכן  = s′ ′= = ,

1sולכן  t= u.  במקרה זה = a c Aλ λ′= + )  קמורה, ולכן: Aכי  ∋ )1 1 1u u b C= + − ∈  

)  אחרת: )( ) ( )( )t s t s
t s t s t s t s

u t s a c t s b dλ λ λ λ
λ λ λ λ λ λ λ λλ λ λ λ′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + +′ ′ ′ ′= + + + + +  

1tמתקיים  s
t s t s
λ λ

λ λ λ λ
′

′ ′+ ++ a,ו־ = c A∈ ו־A :קמורה ולכן  t s
t s t s

a c Aλ λ
λ λ λ λ

′
′ ′+ ++ ∈  

1tמתקיים  s
t s t s
λ λ

λ λ λ λ
′ ′ ′

′ ′ ′ ′ ′ ′+ ++ b,ו־ = d B∈ ו־B :קמורה ולכן  t s
t s t s

b d Bλ λ
λ λ λ λ

′ ′ ′
′ ′ ′ ′ ′ ′+ ++ ∈  

)  לבסוף: ) ( ) ( ) ( ) 1t s t s t t s sλ λ λ λ λ λ λ λ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + = + + + = + =  

  מתקיים: Cלפי הגדרת  ולכן

  ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )( )1

t s t s
t s t s t s t s

t s t s
t s t s t s t s

u t s a c t s b d

t s a c t s b d C

λ λ λ λ
λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ
λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ

λ λ λ λ

′ ′ ′ ′
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + +

′ ′ ′ ′
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + +

′ ′ ′ ′= + + + + +

′ ′= + + + − + + ∈

  

  קבוצה קמורה. Cלכך ש־ובכך הסתיימה ההוכחה 

)ב כון: אם  );B a Aδ )ו־ ⊇ );B b Bδ )אז  ⊇ )( )1 ;B ta t b Cδ+ − , כי לכל ⊇

( )0;u B δ∈  מתקיים( )( ) ( ) ( )( )1 1ta t b u t a u t b u+ − + = + + − +.  

)  . לא כון, ודוגמה גדית למשל:ג ){ } ( ){ }1 1, 0 , , 0A x x x B x x x− −= > = − >  

)אז  )0,C ⊆ ∞ ×R  0ולכלx >( ),0x C∈  ומכאן( )0,0 \C C∈∂.  

  .1\91\ב2023. סעיף ב זה 1\93\ב2023סעיף א זה   :2לשאלה 

)וסמן  סגורכדור  Bיח בשלילה ש־בסעיף א  );B B a r=.  

)אז  );A B a r⊈  ולכן יש( )\ ;c A B a r∈מ־ .A B⊆  ובע( );c B B a r∈ ולכן  =

( ) ( ) ( ); \ ; ;c B a r B a r S a r∈ c, כלומר = a r− פתוחה ובע שיש סביבה  A. מכך ש־=

)שמוכלת בהּ, ובה״כ זה כדור סגור, כלומר  cכדורית של  );B c Aε ⊆.  

( )r r r
c a c a rε ε ε ε− = − = ⋅ )  ולכן = ) ( ) ( ), ;

r
c c a B c A B B a rε ε+ − ∈ ⊆ ⊆ =  
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)  אז ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1
r r r r

r c c a a c a c a r r rε ε ε ε ε> + − − = + − = + − = + ⋅ = + >  

אפשר יותר בקצרה, וללא שלילה: לוקחים את הכדור הפתוח עם אותו  וזאת סתירה.

. לכן Bולכן גם ב־ Aיש סביבה שמוכלת ב־ A. לכל קודה של Bמרכז ורדיוס כמו 

מוכלת  Aהיא בכדור הפתוח. לכן  7.א.2ולפי שאלה  Bהקודה איה קודת שפה של 

, ולפי תוי השאלה הכדור הפתוח איו ״כדור אחר״ ולכן Bבכדר הפתוח וזה מוכל ב־

  .B הוא

)כדור פתוח וסמן  Bבסעיף ב יח בשלילה ש־ );B B a r= סמן .( )1;n n
B B a r= −

}האוסף  }1
n r
B n סגורה  Aבקבוצות פתוחות,  Aולכן גם של  Bהוא כיסוי של  <

אז יש לו תת־כיסוי סופי, ואם לוקחים  קומפקטית בורל–ממשפט הייה וחסומה ולכן

, וזאת Bומוכל־ממש ב־ Aכדור שמכיל את  nBהמקסימלי שמשתתף בו, אז  nאת ה

  סתירה.

xאפשר גם לקבל את הסתירה בעזרת משפט ווירשטראס והפוקציה  x a−֏.  

xx, בתוספת הפרכה שתמות סגורה היא סגורה (דוגמה גדית: 1\81\ב2023  :3לשאלה  e֏.(  

]הקבוצה  ]( )
1

0 ;
n

k
n i

i

K B n A
=

= )סגורה וחסומה ולכן קומפקטית, ולכן  ∪∩ )n nB f K= 

lהיא קבוצה קומפקטית ב־
R .  

אפשר לבדוק ש־
1

n

n

A K
∞

=

)ו־ ∪= ) ( )
1 1 1

n n n
n n n

f A f K f K B
∞ ∞ ∞

= = =

 
= = =  

 
∪ ∪ ∪.  

0rלסעיף א: יש   :4לשאלה  )כך ש־ < )0;B r A⊆ סמן .1
1
rα

αδ −
0δאז  .=+ >.  

)ראה ש־ );B x Aα δ   .  Aקודה פימית של xα, ולכן ⊇

)יש  );a A B x δ∈ aכי  ∩ A∈∂ יקח .( );y B xα δ∈  וכיחכלשהו וy A∈.  

)גדיר  )1
1

u y aα α−=   אז −

  ( ) ( )

( ) ( )

1 1
1 1

11 1
1 1 1

u y a y x x a

y x x a r

α α

α
α α α

α α α

α α δ αδ δ

− −

+
− − −

= − = − + −

≤ − + − < + = =

  

]  ולכן: ]( )0 ;
k

u B r A∈ ⊆  

a,אז  u A∈ ומאחר ש־A :היא קבוצה קמורה מתקיים  ( )1 u a Aα α− + ∈  

)מצד שי  ) ( )1 u a y a a yα α α α− + = − + yולכן  = A∈.  

1לסעיף ב: הפוקציה 

x
x x֏ קציה יסודית שמוגדרת ב־היא פו{ }\ 0k

R רציפה  ולכן

0בקבוצה זאת.  A∉∂  ולכן{ }\ 0kA∂ ⊆ R ו־f .קציה רציפהרציפה כצמצום של פו  

x,אם יח בשלילה שהיא איה חד־חד־ערכית אז יש  y A∈∂ כך ש־x y≠ ו־
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( ) ( )f x f y= אם .x y= 1אז מ־ 1

x y
x y=  מקבליםx y= .וזאת סתירה  

xאם  y≠ יח ללא הגבלת הכלליות ש־אפשר להx y>  0ואז 1
y

x
< פי סעיף א ול >

הקודה 
y

x
y x=  ימית שלקודה פ היאAחה ש־בסתירה לה ,y A∈∂.  

Kעם   29.ד.2בסעיף ג מצלים את סעיף ב של טעה  A= . זאת קבוצה סגורה והיא ∂

  .בורל היא קומפקטית–חסומה, ולכן לפי הלמה של הייה Aגם חסומה כי 

:לסעיף ד, וכל להסיק מסעיף ג שאם  kh Ω→ R  תוהיא הומיאומורפיזם שתמו

)מוכלת ב־ )1 0;1kS 1fאז  − h− , ולכן ∂Aב־היא הומאומורפיזם שתמותו מוכלת  �

( )1f h− Ω�  1טלאיk היא קבוצה פתוחה ב־ Ωאם  ∂A־ממדי שתמותו מוכלת ב־−

1k−
R ותר זה לכסות את אתמה ש .A∂  בקבוצות פתוחותiU  כך שלכל אחת מהן

iU A∩∂  למשל.14.י.2יהיה טלאי כזה, ואת זה אפשר לעשות עם הקבוצות מדוגמה ,  

  

2מטריצה  דרגת  :5לשאלה  אם זה  .1מימד מרחב עמודותיהָ לכל היותר אם ורק אם  2איה  ×3

1כון למטריצה  2 3

4 5 6

x x x

x x x

 
 
 

1אז זה כון גם עבור שלוש המטריצות   2

4 5

x x

x x

 
 
 

,  ו־

1 3

4 6

x x

x x

 
 
 

2ו־  3

5 6

x x

x x

 
 
 

גולריות, אז ולכן שלושתן סיגולריות. אם לא שלושתן סי 

. 2, ולכן המטריצה הראשוה מדרגה 2עמודות אחת מהן פורשות תת־מרחב מממד 

1אם ורק אם מתקיים  2יוצא שמטריצה איה מדרגה  5 2 4 0x x x x− וגם  =

1 3 2 6 0x x x x− 2וגם  = 6 3 5 0x x x x− וחלק ג של  23.ד.2ולכן לפי חלק ג של מסקה  =

היא סגורה, ומכאן שקבוצת  2קבוצת המטריצות שדרגתן איה  24.א.2ה טע

  פתוחה. 2המטריצות שדרגתן 

, אחת משורותיהָ איה שורת אפסים, ושאר שורותיהָ כפולות של 1מטריצה שדרגתה 

מטריצה כזאת היא מהצורה  אותה שורה.
x y z

x y zλ λ λ

 
 
 

)עם   ) ( ), , 0,0,0x y z או  ≠

מהצורה 
x y z

x y z

λ λ λ 
 
 

)עם   ) ( ), , 0,0,0x y z ). הקבוצה ≠ ){ }3 \ 0,0,0R   פתוחה

)הקבוצה  29.א.2ולכן לפי טעה  ){ }( )3 \ 0,0,0Ω = ×R R 4היא קבוצה פתוחה ב־
R.  

)גדיר פוקציה  )2 3:h M ×Ω → R די:על י  ( ), , ,
x y z

x y z
x y z

λ
λ λ λ

 
 
 

֏  

את  Sזאת בבירור פוקציה רציפה כי כל רכיביה פוקציות פוליומיאליות. סמן ב־

2קבוצת המטריצות  את קבוצת המטריצות ששורתן הראשוה  U, וב־1שדרגתן  ×3

)מזוהה עם הקבוצה  Uאיה שורת אפסים. הקבוצה  ){ }( )3 3\ 0,0,0 ×R R 6ב־
R 
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). ברור ש־29.א.2והיא פתוחה לפי טעה  )h S UΩ ⊆   . מצד שי אם∩

  
x y z

S U
u v w

 
∈ ∩ 

 
  

)אז  ) ( ), , 0,0,0x y z ושתי השורות תלויות ליארית, ולכן השורה השיה היא כפולה  ≠

)כך ש־ λ∈Rשל השורה הראשוה, כלומר יש  ) ( ) ( ), , , , , ,u v w x y z x y zλ λ λ λ∈   ולכן =

  ( )
x y z x y z

h
u v w x y zλ λ λ

   
= ∈ Ω   

   
  

)ואם כך גם  )S U h∩ ⊆ Ω  ולכן( )S U h∩ = Ω.  

Sל־ Ωהיא הומאומורפיזם מ־ hראה ש־ U∩ ,ו יודעים כבר שהיא רציפהא .

)ושמתקיים  )S U h∩ = Ω ראה שהיא חד־חד־ערכית וההופכית .1h− .רציפה  

)אם  ) ( ), , , , , ,h x y z h u v wλ µ= אז  
x y z u v w

x y z u v wλ λ λ µ µ µ

   
=   

   
  

xאז בבירור  u= ,y v= ו־z w=ולכן גם ,  ( ) ( ) ( ), , , , , ,x y z u v w x y zλ µ µ= =  

)ומאחר ש־ ) ( ), , 0,0,0x y z λובע  ≠ µ=ובזאת הוכח ש־ ,h .חד־חד־ערכית  

1ותר להראות שההופכית  :h S U− ∩ →Ω  רציפה. לשם כך די להראות שבסביבה של

)כל קודה ב־ )h Ω .קודהקציה שרציפה בהיא שווה לצמצום של פו  

) תבון בקודה ), , ,h u v w µ  עם( ), , ,u v w µ ∈Ω אז .( ) ( ), , 0,0,0u v w 0uולכן  ≠ ≠ 

0vאו  0wאו  ≠  .0uטפל קודם באפשרות ≠ )  . אז≠ ), , ,
u v w

h u v w
u v w

µ
µ µ µ

 
=  
 

  

}שמזוהה עם הקבוצה  Vמצא בקבוצת המטריצות  }( ) 5\ 0 ×R R  שהיא קבוצה

)פתוחה, ולכן היא סביבה של  ), , ,h u v w µ.  

4:gגדיר את הפוקציה  V → R :1  על ידי 2 3 4
1 2 3

14 5 6

: , , ,
x x x x

g x x x
xx x x

   
   

  
֏  

ליות שמוגדרות כי כל רכיביהָ הם פוליומים או פוקציות רציוזאת פוקציה רציפה 

)  . בפרט היא רציפה בקודה: Vבכל קודה ב־ ), , ,
u v w

h u v w
u v w

µ
µ µ µ

 
=  
 

  

Sל־ gראה שהצמצום של  U V S V∩ ∩ = לאותה  −1hמתלכד עם בצמצום של  ∩

)  גם היא רציפה בקודה   −1hקבוצה, ומכאן ש־ ), , ,
u v w

h u v w
u v w

µ
µ µ µ

 
=  
 

  

Sובכן קודה ב־ V∩  היא מטריצה( ), , ,
x y z

h x y z
x y z

λ
λ λ λ

 
=  
 

0xעם     . אז:≠
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  ( ) 1, , , , , ,
x y z x y zx

g x y z x y z h
xx y z x y z

λ
λ

λ λ λ λ λ λ
−    = = =    

    
  

0uזה מסיים את הטיפול באפשרות  0v. באפשרות ≠ מטפלים באופן דומה עם  ≠

1  הפוקציה שמוגדרת על ידי 2 3 5
1 2 3

24 5 6

, , ,
x x x x

x x x
xx x x

   
   

  
֏  

0wובאפשרות  1  עם הפוקציה: ≠ 2 3 6
1 2 3

34 5 6

, , ,
x x x x

x x x
xx x x

   
   

  
֏  

)  תבון בפוקציהעכשיו  ) ( )2 3 2 3:M Mϕ × ×→R R  

1  שמוגדרת על ידי: 2 3 4 5 6

4 5 6 1 2 3

x x x x x x

x x x x x x

   
   
   

֏  

זאת פוקציה ליארית הפיכה (היא ההופכית של עצמה). לכן בפרט היא וההופכית 

)שלה רציפות. לכן הפוקציה  )2 3:h Mϕ ×Ω→ R� היא הומאומורפיזם מ־Ω קבוצהל  

  ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )h h S U S U S Uϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ′Ω = Ω = ∩ = ∩ = ∩�  

)כאשר  )U Uϕ′ היא קבוצת המטריצות ששורתן השיה איה שורת אפסים, והיא  =

)קבוצה פתוחה, ו־ )S Sϕ מעבירה מטריצה למטריצה בעלת אותה  ϕכי הפוקציה  =

דרגה, שכן היא רק מחליפה את סדר השורות, ואיה משה את מרחב השורות של 

S. אז 1 למטריצה שדרגתהּ 1 המטריצה, ולכן מעבירה מטריצה שדרגתהּ U היא  ∩′

S־ממדי, וגם 4טלאי  U∩  ־ממדי, וכן 4טלאיS U U ′⊆  S 7.י.2, ולכן לפי הגדרה ∪

  ־ממדית.4היא יריעה 

   


