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  14מטלת מחה (ממ"ן)  
 ב2023  סמסטר:  3חשבון איפייטסימלי  – 20224  הקורס:

 קודות  6  משקל המטלה:   9פרק   חומר הלימוד למטלה:

 2.6.2023מועד אחרון להגשה:    5מספר השאלות:  
  )הסבר מפורט ב"והל הגשת מטלות מחה"( קיימות שתי חלופות להגשת מטלות למחה

  חיה (במעטפה בצרוף טופס מלווהבאמצעותחה במפגשי ההממ"ן). הדואר או ישירות למ 
 ת המטלות מערכת באמצעותהמקוו.  

 קודות) 20(  1שאלה 

מוגדרת על ידי  Rל־ 2Rמ־ fהפוקציה החלקית  
ln
ln,
y
xx y x

 
  .  

איטגרבילית בקבוצה  fהוכיחו ש־   0,1 0,1A   ושמתקיים:   , ln 2
A

f x y dxdy   

z    הוא הערך השלם שלz ודהיי ,z    1הוא המספר השלם היחיד המקייםz z z        .  

וכלו להיעזר בוסחה ת
  1

1

1
ln 2

n

n n






  יטסימלי  6.24(דוגמהפי2בקורס חשבון אי(.  

 קודות) 20(  2שאלה 
תהי  : 0,f  R .קציה רציפהפו  

  הוכיחו את השוויון: 
      1

1 1
0

1
1 !

k

k
k kf x x dx dx f t t dt

k









  
    

הערה: פח הסימפלקס       1 1, , 0, k
k k kx x x x          32.ו.9מחושב בספר בשאלה.  

  איטגרבילית שאיה רציפה. fרשות, ולא להגשה: הוכיחו את השוויון גם עבור 

 קודות) 20(  3שאלה 

חשבו את האיטגרל 
2 2 2

D

z dxdydz
x y z 

   בקבוצה     0,0,0 ;1 \ 0,0,1 ;1D B B.  

 קודות) 20(  4שאלה 
סביבה של  Kתהי  0 k  פח שהיא קבוצה סגורה וחסומה ובעלתkיח ש־ .3־ממדיk .  

תהי   : \ 0 kkf R R  ית־חיובית ממעלהקציה רציפה, הומוגפו שהיא גם חיובית, כלומר ,

  0f x   לכל  \ 0 kkxRהראו ש־ .f  טגרבילית בקבוצהאי  \ 0 kK  0אם ורק אם  ,

בקבוצה  fושהאיטגרל המוכלל של   \ 0 kK  ס אם ורק אם0מתכk   .  

3k. ל־9, ויתן לפתור אותה בכלים מפרק k  הערה: הטעה כוה לכל מספר טבעי   וח להיעזר בכלי מפרק10.  
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 קודות) 20(  5שאלה 

לולאה פשוטה שתמותה תהי       22 2 2, 0, 2x y x y xy    שמקיפה קבוצה סגורה ,

  בעזרת משפט גרין הראו ש: . לשמאֹלה שלוחסומה השוכת  2 3 5 5 5
310 3 3x y y dx x dy



     

  הצעה: בשלב כלשהו כדאי להשתמש בשיעורים קוטבּיים.

   ►►►סוף המטלה 
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 הערות

ln. מתקיים 4\15\ב2014: 1לשאלה 
lnlog y

x xy n        1אם ורק אםn nx y x   מכאן אפשר .

nyלקבל שבכל קודה שאיה על אחד הגרפים  x  קציההפוf  רציפה, ומכאן

שקבוצת קודות האי־רציפות שלה מוכלת באיחוד בן מיה של הגרפים האלה שהם 

  .Aאיטגרלבילית ב־ f, וממשפט לבג קבוצות צומות, ולכן האיחוד קבוצה צומה

לחישוב אפשר לבדוק עבור   , n
nA x y A y x    שזאת סדרה שעולה לקבוצהA 

n\1האיטגרל על הוא סכום חלקי של הטור מהרמז. את  nAושהאיטגרל על  nA A  

  ט במשפט פוביי.ומקבלים משימוש פש

ין לא למד אותה . מי שעדיCoareaבוסחת  משלהשתהיה . בבחיה אפשר 5\91\ב2022 :2לשאלה 

במשפט  בממ״ן אבל יכול די בקלות לחשב את הדרש תוך שימושלא יכול להשתמש 

  האפיית ההפיכהואיזושהי החלפת משתים. הפוקציה  פוביי

     1 1 1 1: . , , , ,k k kx x x x x x         

מעתיקה את  k  על עצמו, ו־det 1J  :ים מקבליםוסחת החלפת משתאז מ .  

  
 

 
 

1 1 1
k k

k k k kf x x dx dx f x dx dx
 


 

        

  עכשיו אפשר לקבל מאחת ממסקות משפט פוביי:

   
 

 
 

    

        

1

1 1 1
0

1 1
0

1
1 1

0 0

1

vol

1vol
1 !

k k k

k k k k k
x

k k k k k

k
k k k k

f x dx dx f x dx dx dx

f x x dx

f t t dx f t t dx
k



 



 

 

 




  

 


 

 
   
 
 

   

  


  



 

   

ktכאשר במעבר בין השורה השיה והשלישית יש החלפת משתה  x  ובסוף ,

  .32.ו.9שימוש בוסחת פח הסימפלקס משאלה 

 : יקח coareaוסחת פתרון בעזרת   1 kq x x x  .  

qאז  k  וכן     , 10, k
q t kK x x x t       

ואם  F  :הוא אגף שמאל, אז  

          
,

1 1
1 1 ,

0 0q t

k k q tk k
K

F f t d dt f t K dt
 

   

 
  
 
 
    

וותר למצוא את  1 ,k q tK :יש מגוון דרכים פשוטות לעשות זאת, ואפשר גם כך .  
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עבור הפוקציה הקבועה  f t k  :קבל      1 ,
0

k q tF K dt


     

  לכן:   1 ,k qF K      

  מצד שי עבור הפוקציה הזאת 
 

  1 vol
k

k k kF kdx dx k


 


     

  32.ו.9ולפי שאלה   1
!
k

kF k   

  ולכן   
1 11 1

! 1 !
k k

k kF k k k   


    

  מתקיים: ומצאו שלכל    
11

1 , 1 !
k

k q kK k  
 

  

    כללית קבל: fובחזרה ל־

  ).42.ז.9. מעבר לקואורדיטות כדוריות (טעה 6\85\ב2019 :3לשאלה 

בעלת מיימום ומקסימום בספֵירת היחידה,  f. לפי משפט ווירשטראס \84\ב2022 :4לשאלה 

0ולכן יש     כאלה ש־ f x    1אםx  יות מקבליםתון על ההומוגמה .

שלכל  0 kx   מתקיים x f x x    0. עכשיו רואים שאם   אזf 

חסומה ב־  \ 0 kKיח ש־וכל בהמשך לה טגרבילית. לכןוהיא גם רציפה שם ולכן אי ,

0 חה זאת רואים ש־בה .f  ה חסומה בסביבתה חסומה ב־0איולכן אי ,

  \ 0 kK ס אםטגרל מתכו להראות שהאיולכן עלי ,k    ומתבדר אםk  .  

בחר למשל את סדרת הקבוצות   1\ 0 ;kn nA K B ,זאת סדרה של קבוצות סגורות .

חסומות ובעלות פח שעולה לקבוצה   \ 0 kK ס אזו מתכטגרל שלאם האי  .

הסדרה 
1nA n

f




  
   הסת אליו ובפרט היא חסומה, ולהיפך, לפי מסקאם 7.ח.9מתכ ,

0היא חסומה האיטגרל מתכס. אם כך, די להראות (עבור   שסדרה זאת חסומה (

kאם ורק אם מתקיים   מאחר ש־ .K  היא סביבה חסומה של 0 k  הרי יש

0 r R  כך ש־     0 ; 0 ;k kB r K B R  :ולכן  

  
           1 10 ; \ 0 ; 0 ; \ 0 ;k k k kn nn n

A AB r B B R B

x f x x            

  לפיהָ: coareaאת האיטגרלים מימין ומשמאל וח לחשב בעזרת וסחת 

          1 11 1 1
1 ! 1 !

k k
k kk

F f t k t dt f t t dt
 

  
 

  
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           

        

1 11 11

1 1

1 1
0 ; \ 0 ; 0 ; 0 ;

1 1 1
1 1

1

0 ; 0 ;1

k k k kk k
n nn

n n

r r

k k
B r B S t S t

r r
k kk k k

k k

x t d dt d t dt

S t t dt S t dt

  

 

 

 

 
 

   
 

   
   

    
   
   

 

    

 

  

kאם    אז  
1 1

1 1 1ln ln ln ln
n n

k
nnt dt t dt n

 
    

        

  ולכן במקרה זה הסדרה לא חסומה. אחרת

  
1

1
k

n

r k k
k k

n
n kt dt k k

 
  

 

  
  



       
  

rובהצבה של    אוR  קבל שהסדרה חסומה אם ,ות לעילויחד עם האי־שוויו ,

kורק אם   .  

אפשר גם להשתמש בהחלפת  Coareaבמקום חישוב האיטגרל לעיל בעזרת וסחת 

2kמשתים לשיעורים קוטביים, וזה וח במיוחד במקים   3ו־k   שלהם הספר

1kמספק וסחה מוכה (במקרה   .(טגרל ישירותקל לחשב את האי  

  ובכן:
           3 33

2

, 0,2 0,0 ; \ 0 ;

2
2 2

0 0

sin

1 sin 4

B B

x r r dr d d

r dr d d r dr

 

    

  
 

 

  

   

 

 



   

 

   

  

3וכאן עבור    :2  מקבלים
0

ln lndrr dr r

 



 

  



      

3ועבור   :  
3 3 3

2
3 3

rr dr
   



 

 
 

  
   

    
  

3ולכן אם    2  אז
0

r dr











  

3ואם    אז  
3

2
0 3r dr

 














  

  ולכן במקרה האחרון האיטגרל התון מתכס, ובשאר המקרים הוא מתבדר.

  .5\16\ב2014על־פי  :5לשאלה 

2הקו התון הוא  sin 2r   טגרל הכפול הוא0ולכן התחום לאי sin 2r   .

מקבלים  22 215x yQ P x y     טגרל הכפול הוא515ולכן האי r drd   ומזה

2
35

2
0

sin 2 d


  ה.)ב: או2שאלה  90-ב2009. (דומה לתו קו, שדה וקטורי שו  
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   :6לשאלה 

   :7לשאלה 

  


