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  11ממ"ן  מתווה לפתרון 
 ב2023  סמסטר:  3חשבון איפייטסימלי  – 20224  הקורס:

 קודות  5  משקל המטלה:   3–1פרקים   חומר הלימוד למטלה:

  לרוב השאלות כמה וכמה דרכי פתרון.
  מובאת כאן בדרך כלל דרך אחת, שאיה בהכרח הדרך הטובה ביותר.

  השלימו את הפרטים היכן שחסר.לא כל המעברים והחישובים מפורטים. 

 קודות) 20(  1שאלה 
0יהי    ותהיkA R סמן .  ;k kA x A B x    R:הוכיחו או הפריכו .  

 היא קבוצה פתוחה. Aהיא קבוצה פתוחה אז  Aאם   .א

 סגורה. היא קבוצה Aהיא קבוצה סגורה אז  Aאם   .ב

  קמורה. היא קבוצה Aהיא קבוצה קמורה אז  Aאם   .ג

  פתרון

  שלוש הטעות כוות. וכיח את שלושתן.

xשים לב ש־ראשית  A  אם ורק אם ישa A כך ש־ ;ka B x  כלומר כך ש־x a    וזה

שקול ל־ ;kx B a :לכן ,   ;k

a A
A B a 



   

  פתרון סעיף א

xאם  A  אז ישa A כך ש־ ;kx B a  וכיוון ש־A  פתוחה יש ;kB a r A :ואז  

     
 

   
;

; ; ; ;
k

k k k k

b A b B a r

A B b B b B a r B x r   
 

       

  , למשל, או בחישובים ישירים.5.ה.1כאשר משתמשים בדרך בשאלה 

  פתרון סעיף ב

מעט יותר תחכום מהסעיפים האחרים. צריך להראות ש־ סעיף ב דורש cA  פתוחה. כלומר לכל

x A יש להראות כדור סביבו שזר ל־A.  

xזה ש־ A פירושו ש־ ;kA B x   :כלומר    c;kB x A   

בעל אותו מרכז ורדיוס קצת  רגוס. ראה שיש כדור cAזה כדור סגור שמוכל בקבוצה הפתוחה 

  יותר גדול שמוכל בה:  c;kB x A    

מזה וכל להסיק ש־  c;kB x A :  

aלכל  A  מתקיםx a      5.ה.1של שאלה  דולפי סעיף:      ; ;kB a B x    
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  אז:          ; ; ; ; ;k k k k

a A a A
B a A B a B a B a B a    

 

        

ולכן   c;kB x A ובכך הוכח ש־ . cA  פתוחה כלומרA .סגורה  

0ותר להראות שיש   כך ש־  c;kB x A  .  

   ידוע:   c c

0
; ;kA B x B x


  



    

יקח  ; 1kK A B x    זאת קבוצה סגורה כחיתוך קבוצות סגורות אבל היא גם חסומה כי .

  בורל.–היא מוכלת בכדור, ולכן היא קומפקטית לפי משפט הייה

  כמוכן מתקיים c
0

;K B x


 


   

  וזה כיסוי של קבוצה קומפקטית בקבוצות פתוחות ולכן יש לו תת־כיסוי סופי:

   c
1

;
n

i
i

K B x  


   

וכל להיח גם ללא הגבלת הכלליות ש־ 11 , , n   .(וסיף אותו ואם הוא אי)  

כיוון שבבירור  c; 1kA K B x    :קבל    c
1

;
n

i
i

A B x  


   

עבור  1min , , n    קבל    c;A B x     

  ולכן:  c;B x A    

  פתרון סעיף ג

  אפשר לרשום        ; , 0; 0;k k k

a A
A B a a u a A u B A B    



        

:כאשר  k k k  R R R  ית שמוגדרת על ידיקציה האפיהיא הפו ,a u a u.  

ו־ Aהקבוצות  0;kB  ה  קמורותגם מכפלתן  16.ג.1פי שאלה ול )7.ה.1(ראו טע 0;kA B 

  . תמותהּ על־ידי הפוקציה האפייתקמורה וכך גם 

  פוקציה אפיית היא קבוצה קמורה:צה קמורה על ידי ראה שתמות קבו

:ותהי  kRקבוצה קמורה ב־ Aתהי  k l R R  הית. תהייקציה אפיפו ,a b A אז יש .

,a b A  כך ש־ a a  ו־ b b  הלכל  16.ב.1. לפי טע 0,1 מתקיים:  

            1 1 1a b a b a b                   

מתקיים  10.ג.1לפי טעה  1 a b A      ןלכן   1 a b A      הו, לפי טעובכך הראי

, שהקבוצה 10.ג.1 A.קמורה    
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 קודות) 20(  2שאלה 
2kיהיו   ,a קודה ב־kR , מספר ממשי ו־: kf R R קציה שרציפה ב־פוkR הוכיחו .

שאם     x f x a   קציהת הפואז תמוf  היא קרן או קטע שאחד מקצותיו הוא.  

  פתרון

ברור ש־ f a   תמצא בתמוf הת  2.ט.2. לפי טעתמוf ה קשורה־היא תת־קבוצ

היא קטע או קרן או  15..ג1היא קמורה, ולפי הערה  1.ט.2לפי טעה מסילתית של הישר הממשי, 

  כל הישר. 

  .ות של אותו קטע או קרןאיו אחד הקצו יח בשלילה ש־

ב־ cו־ bאז יש קודות  \k aR כך ש־   f b f c .  

הקבוצה הסופית  , ,a b c  חסומה ולכן יש כדור פתוחB  13.ט.2שמכיל אותה. לפי שאלה 

הקבוצה  \B a  ההיא גם קשורה־מסילתית ולכן יש מסילה  8.ט.2קשורה־מצולעית ולפי טע

   : . \B a    כל ש־  b   ו־  c  .  

הפוקציה  : ,g f     R פה ב־רצי ,   הומתקיים13.ה.2לפי טע ,:  

               g f f b f c g g             

יש  1לפי משפט ערך הבייים מאיפי  ,   כזה ש־ g  .  

אז   f     ולכן      x f x a     כלומר  a  .  

אבל       , \B a      .ו סתירהוקיבל  

  היא אחד הקצוות של אותו קטע או קרן. aלכן ביגוד להחה 

כתוב שהקבוצה  26.א.8, שאלה 8בפרק  הערה: \k aR וכל  קשורה־מסילתית דע את זהוכש

    לקצר את ההוכחה. 
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 קודות) 20(  3שאלה 
:תהי  kf R R ולכל  0־שרציפה ב \ 0kxR :מקיימת     1 1lnk kf x x x x x     

1kאם ורק אם  aאיה גזירה ב־ f. הוכיחו ש־kaRיהי   0ו־a .  

  פתרון

1kעבור  :  

מדובר ב־  lnf x x x  ואז  1 lnf x x    0עבורx .  

  ת הגזרת. ראה זאת בדרך אחרת:הגדרבשימוש ישיר ב 0שהפוקציה לא גזירה ב־להראות אפשר 

  . מתקיים0יח בשלילה שהיא גזירה ב־  0
1 ln

x
f x x 
     

0ולכן יש    0כל שאם x    אז   0f x f  יהי . 0,b   כלשהו. אז   0f b f  .

יהי     , 0t f b f  פי  8.10. לפי משפט דארבּוּ (משפטיש 1באי ( 0,c b כך ש־ f c t .  

אז    1 ln 1 lnt f c c b f b t        .ו סתירהוקיבל  

1kעבור  :  

  וקציה גזירה בכל קודה במרחב.פיש להראות שה

בקודה  0 kx   גזרות החלקיות רציפות ולכן לפי משפטראה שכל ה3.היא גזירה שם. 2.ד  

הגזרות החלקיות שתמש בסימון שדומה לסימון מוכר מאלגברה ליארית: את לצורך חישוב 

,1המכפלה של כל המשתים  , nx x  למעטix סמן ב־
1 i kx x x  .  

:1סמן גם  kg x x x  ו־   1: ln kh x f x x x    קציההצמצום של הפו .f 

לקבוצה  \ 0kR  קציותהוא המכפלה של הפוg ו־h גזרת החלקית שלולכן את ה ,f  קודהב

  :1בקבוצה זאת וכל לקבל בעזרת כלל הגזירה של מכפלה מאיפי 
i i i

f gh
x x xg h  
    

  היא פוקציה פוליומית ולכן גם גזרותיהָ החלקיות פוליומיות. בפרט הן רציפות. gהפוקציה 

  יתר על כן:
1:

i

g
i kx x x x x

     

1על הפוקציה lnהיא הרכבה של  hהפוקציה  kx x x   ה גזירה לפיקציה האחרוהפו .

ix  0כאשרix   גזרתה לפיוix  1או 1היא  בהתאם לסימןix כלומר היא ,i

i

x
x לכן לפי כלל .

  ) קבל:1השרשרת (מאיפי 
1

1:
i

ih
x

ik

x
x xx x

 
 



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0ixלכן כאשר   קבל:  

    

  

1 11
1

1 1
1

1 ln

ln

i i i

f g ih
k k i kx x x

ik

i
i k k

k

x
g h x x x x x x xxx x

x
x x x x x

x x

  
         

 

 
       

   


  


  

0ixכאשר   0(ו־x  קציההפו  (h  ה גזירה לפיאיix  וכל לחשב את אבל במקרה זה
i

f
x
 

דובר בגזרת הכיווית מ ישירות. 
ie
f x  גזרת של הפרוסהשהיא ה,|

ix ef קודה0 ב.  

  מתקיים      , 1 1| ln
ix e i i k kf t f x te x x x t x x t         

  ולכן: 
   

     

, ,

0

1 1 1 10

| | 0
lim

lim ln ln

i i
ii

x e x ef
ex t

i k k i k kt

f t f
f x t

x x x x x t x x x x x









  

           

  

0ixמאחר שבמקרה זה   :וסחהה הכו ו שגם במקרה זהקיבל  

    1 1
1

ln
i

f i
i k kx

k

x
x x x x x

x x
  

       
  


  

0xאם כך וסחה זאת כוה עבור כל   ,קציה רציפהקציה יסודית, היא פווכיוון שזאת פו ,

רציפות בכל קודה ב־ fכלומר כל הגזרות החלקיות של  \ 0kR ולכן ,f  קודה גזירה בכל

  זאת.כ

 0גזירה ב־ f־) ש2.א.3ראה ישירות מהגדרת הגזירות (הגדרה  .0ותר להראות שהיא גזירה ב־

וש־ 0 0f .  

ובפרט  0רציפה ב־ fלפי התון    1 00 0tf te f   ולכן בהכרח 0 0f .  

, וכן בעובדה הפשוטה hבמקום  xסיבות של וחיות בגבול שבהגדרת הגזירות שתמש באות מ

  ערכה המוחלט שואף לאפס: שפוקציה שואפת לאפס אם ורק אם

  
       

 

     

1 1

1
2 1

1
1 1 1

ln0 0 0

ln

1 ln

k k

k k

k
k k k

x x x xf x f x f x
x x x

x
x x x x

x

x x x x x x


    
 

   

        

 

 

  

  

:1עם הפוקציה  lnkt t t   קציה הזאת כאשר0. את הגבול של הפוt   וכל לחשב בעזרת

  כלל לופיטל: 
 

1 1 1

10 0 0 0

ln 0lim lim lim lim 01 11

k k

k kt t t t

t t tt k kt k t


   

  

    

 
    

 
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  לכן
     1 0
0 0 0

0k x
f x f x

x x
x

 

   
     

  ובעזרת כלל הכריך
   

0
0 0 0

0x
f x f x

x 

   
  

גזירה ב־ f 2.א.3ולפי הגדרה  0 k  ט הואוהגרדיא   0 0 kf .  
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 קודות) 20(  4שאלה 
,1. עבור kaRמספר טבעי ו־ kיהי  ,i k  יח ש־if קציה חלקית מ־היא פוkR ל־R 

, שמתקיים aשגזירה בקודה   0if a  טיםושהגרדיא ,   1 , , kf a f a  הם וקטורים בלתי־

שבה הפוקציה החלקית המוגדרת על־ aתלויים ליארית. הראו שיש סביבה קובה של הקודה 

  ידי

  
 

2

2

1

: k

i
i

x a
g x

f x





  

  ).a מוגדרת באותה סביבה קובה של gחסומה (ובפרט שהפוקציה 

  פתרון

פוקציית האיסוף  11.ו.3לפי שאלה  1, , kf f f  גזירה ב־a טים הוים הם שורות הגרדיאתו

aJמטריצת היעקוביאן  f ארית.שורותיהָ היא ריבועית ו. זאת מטריצה הפיכה כיבלתי־תלויות לי 

כמוכן  0 0f  . סמן וחיות הסימוןלT
aA J f.זאת מטריצה הפיכה .  

  מתקיים: 9.ו.3לפי אבחה 
       0

0x a
f x f x f x a Ax a A
x a x a x a 

  
  

  
  

שׂים לב ש־    22

1

k

i
i
f x f x



 :כלומר  
 

   
2 22

2:
f xx a f x

g x
x a x af x

  
     

  

0אם יש     קובה וסביבהU  שלa  כך שלכלx U מתקיים  
 f x
x a




  

אז גם   20 g x     כלומרg  קובהחסומה בסביבה הUותר להראות שיש כ .ה אל ו־U.  

0לכל    קובה יש סביבהU  שלa  כך שלכלx U :מתקיים  
 f x x a A
x a x a


 

 
  

  מתקיים
   f x f xx a x aA A
x a x a x a x a

 
  

   
  

xלכל ולכן  U מתקיים 
 f xx a A

x a x a
 
 

 
  ומכאן: 

 f x x a A
x a x a


 

 
  

  חיובי. עדיין לא קבעו, ורצה לקבוע אותו באופן שאגף שמאל יהיה גדול מאיזשהו  את 

xשׂים לב ש־ a
x a



הוא וקטור יחידה, כלומר איבר של   1 0;1kS .וזאת קבוצה קומפקטית ,  

xהפוקציה  xA  הולכן לפי טע (אריתקציה ליפו) מעבירה את  29.ד.2רציפה בכל המרחב

 Aכי  0ספֵירת היחידה  לקבוצה קומפקטית. הקבוצה הקומפקטית הזאת איה מכילה את 
 rברדיוס כלשהו הפיכה. קבוצה קומפקטית היא סגורה ולכן משלימתהּ פתוחה ולכן יש כדור 

  מתקיים: kxRשכולו מחוץ לאותה תמוה. סיק מכך שלכל 
x a A r
x a




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1בחר עתה 
2 r   קובה המתאימהואת הסביבה הU  שלa  סמו גם1ו

2 r :קבלו  

  
 f x x a A r
x a x a

  
    

 
  

  .aשל  U  חסומה בסביבה הקובה gוכאמור קודם זה מבטיח ש־
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 קודות) 20(  5שאלה 
:. תהי kRקבוצה פתוחה וקשורה־מסילתית ב־Aתהי  lf A R קציה שגזירה ב־פוA  הואי

aפוקציה קבועה. תון שלכל  A  הוקטור f a  ך לכל עמודות מטריצת היעקוביאןמאוaJf ,

ובמילים אחרות מתקיים   0af a Jf  0. הוכיחו שישr   קציהת הפוכך שתמוf  מוכלת

בספֵירה   1 0 ;llS r. 5.א.3קציה מדוגמה (מומלץ להיעזר בפו(.  

  פתרון

:פוקציה שתמש ב lg R R  2שמוגדרת על־ידיx x היא גזירה בכל  5.א.3. לפי דוגמה

המרחב ו־  2g x x   לכלlxR לכן מכלל השרשרת .g f קודה ב־ גזירה בכלA 

  ומתקיים:      2 0a ag f a g f a Jf f a Jf      

g 19.ב.3כעת לפי טעה  f קבועה בקבוצה  A אז יש .c ממשי כך ש־ g f a c  לכלa A ,

aכלומר לכל  A  מתקיים  2f a c.  0בפרטc   למעט אם)A  הריקה, אבל אז הטע

rסמן ״קבועה באופן ריק״). f טריוויאלית, ולמעשה גם  c אז לכל .a A  מתקיים

 f a r0. לא יתכן ש־r   כי אז  0f a   לכלa A תון ש־יגוד לבf  ה קבועה, ולכןאי

0r   ולכלa A  מתקיים    1 0 ;llf a S r.  


