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  14ממ"ן  מתווה לפתרון 
 ב2022  סמסטר:  3חשבון איפייטסימלי  – 20224  הקורס:

 קודות  6  משקל המטלה:   9פרק   חומר הלימוד למטלה:

  קודות) 20(  1שאלה 

תהי  : 0,1f R  קציהטגרבילית ב־פואי 0,1קציה. הוכיחו שהפו   : 0 ;1kkg B R 

שמוגדרת על ידי    g x f x טגרבילית ב־אי  0 ;1kkB.  

  פתרון

יליות ביש מספר דרכים לפתור את השאלה. אפשר לפתור אותה תוך שימוש בהגדרת האיטגר 

  טגרביליות וזה מה שאעשה כאן.ולא הרבה יותר מזה. אפשר לפתור אותה בעזרת מבחן לבג לאי

הקבוצה   0 ;1kkK B  הפח, ולכן לפי חלק ב של מסק 28.ה.9היא סגורה וחסומה ובעלת 

איטגרבילית בהּ אם ורק אם הקבוצה  gהפוקציה  \ contK g .ו להוכיחומה. זאת עליצ  

0יהי   יה של תיבות סגורותו להראות שהקבוצה דלעיל מוכלת באיחוד של אוסף בן מעלי .

  .מיושרות שסכום פחיהן קטן מ־

איטגרבילית ב־ fהפוקציה  0,1  ולכן מאותה סיבה   0,1 \ cont f .ומההיא קבוצה צ  

יש אוסף בן מיה של קטעים סגורים  4.ה.9לפי הגדרה  ,n n n      N  שאיחודם מכיל את

הקבוצה    0,1 \ cont fהמספר החיובי, ואשר סכום אורכיהם קטן מ  
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מתקיים  nNוכל גם להיח שלכל  , 0,1n n    .  

רציפה בקודה  fאם  0,1r ו־  1 0 ;kkx S r  כלומרx r  אזg רציפה ב־x  כהרכבה של

xעל הפוקציה הרציפה  fהפוקציה הרציפה  x  7.ה.2(משפט.(  

  לכן  
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 11
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  :ומכאן שמתקיים       
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1

0,1 \ cont ,n n
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    קבל שמתקיים:ו מכך  
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         
   

  1 11 1

0,1 \cont ,1 1
0 ;1 \ cont 0 ; 0 ;

n n

k k kk k k
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  

    

       

  כאשר:        1 1 11

,
0 ; 0 ; \ 0 ;

n n

k k kk k k
n n n

r
K S r B B

 
   

  

   

0nאעיר שמאחר שיתכן    ובמקרה זה לא קיים כדור שרדיוסוn אמץ לצורך פתרון זה את ,

הסימון   10 ;0kkB    ובמקרה זה הוא הקבוצה הריקה) 0״כדור פתוח שרדיוסו (כלומר ,

  10 ;kk
n nK B  .הוא כדור  

מצא אוסף בן מיה של תיבות סגורות ומיושרות שאיחודן מכיל את 
1

n
n
K
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
  פחיהן קטן ושסכום

  מתקיים: 31.ו.9ודוגמה  16.ד.9, דוגמה 18ג..9ראשית שים לב שלפי חלק ב של טעה  .מ־
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0אם      אז  1k k kk       .וכיח עובדה זאת בהמשך .  

1nמתקיים  nNלכל   ולכן:  
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עדיין לא הגעו למטרתיו. מצאו אוסף בן מיה של קבוצות  nK nN  שאיחודן מכיל את

 \ contK g פחיהן קטן מ־ ושסכום.ן תיבות סגורות מיושרותאלא שקבוצות אלה אי ,  

סף בן מיה של תיבות סגורות ומיושרות שמכילות את מצא עכשיו או
1

n
n
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


  פחיהן גם ושסכום

. לוחיות סמן הוא קטן מ־
 
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1c. אז  .  סמן גם 1,1 kB   זאת תיבה סגורה .

nN  רת ולכל מיוש        1 1 10 ; \ 0 ; 0 ;1k k kk k k
n n nK B B B B       

1n(כי   הקבוצה .(nK  תקציה המצייפח, ולכן הפו בעלת
nK

  טגרבילית בתיבהאיB 

  ומתקיים:     ˆvol 1 inf
n n

n

k n K P KP B
K B

K S      
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0מאחר ש־ n n   מתקיים       2

2

vol 0
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K      

 
  

  ולכן:       ˆinf vol vol
nP K k n k nP B S K c K     

פירוש הדבר ש־ volk nc K ו חסם מלרע של הקבוצהאי      ˆ
nP KS P B   

ולכן יש  ˆ
nP B כך ש־   vol

n nP K k nS c K  :אז .     
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  כעת תבון בסכומי דארבו:    sup vol
n n n
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P K K k
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     

מתקיים   sup 1
nK
x x    אם ורק אם ישx כך ש־nx K ואחרת ,nK  

ומתקיים   sup 0
nK
x x  :סמן .   n n nQ P K     
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לבסוף, סמן 
1
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Q Q


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 יה שליה של קבוצות סופיות, ולכן זאת קבוצה בת־מזהו איחוד בן־מ .

  תיבות סגורות מיושרות. מתקיים    
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כלומר     0 ;1 \ contkkB g  יה הזה של תיבות סגורות ומיושרות.ה איחודבמוכלתאוסף הבן־מ  

  לבסוף בדוק את סכום פחי התיבות: 
1 1

vol vol
n n

n

k k P K
Q n Q n

S  
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   
         

0עבור   יה של תיבות סגורות מיושרות שסכוו אוסף בן מפחיהן קטן מ־כלשהו מצא ם 

ואשר איחודן מכיל את     0 ;1 \ contkkB g קציהטגרביליות הפוולכן לפי קריטריון לבג לאי ,

g  טגרבילית בקבוצהאי  0 ;1kkB.  

0ותר עוד חוב קטן לסיום ההוכחה: להראות שאם      אז  1k k kk       .  

  יש דרכים רבות להראות זאת. אחת קצרה בעזרת זהות אלגברית:

         
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            

דרך אחרת שיתן לישם במקרים כלליים יותר: סמן   kt t  קציה גזירהולפי משפט . זאת פו

יים של לגרז׳ יש ערך הבי ,c   :עבורו מתקיים  
     c   


 





  

  אז:          1 1k k k kc kc k                        
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  קודות) 20(  2שאלה 

שרציפה בסביבה של  Rל־kRקציה חלקית מ־פוf ותהי  kRקבוצה בעלת פח ב־Aתהי  0 k .

0לכל   סמן A a a A  הוכיחו ש־ .A  פח ושאם היא קבוצה בעלת vol 0k A  

  אז:
 

  0
1 0

vol
k

k
k A

f f
A 

 
 

  פתרון

xהפוקציה   x ו־ (אריתוגם לי) יתקציה אפיהיא פוA  פח, ולכן לפי היא קבוצה בעלת

  .חיובי ממשי היא בעלת פח, עבור כל  Aהקבוצה  25.ד.9חלק ג של שאלה 

0Rחסומה ולכן יש  Aהקבוצה   כך ש־ 0;kA B R:אז .   0;kA B R   

0rיש ובפרט  0 רציפה בסביבה של fהפוקציה   כך שהיא רציפה בכדור הסגור   0;kB r 

  ובפרט היא חסומה בו, לפי משפט וויירשטראס.

0אם  R r  אז  0;kA B r  ולכן f  רציפה וחסומה בקבוצהA  ,פח שהיא בעלת

  .A  איטגרבילית בקבוצה fובע ש־ 23.ג.9טעה מו

0עבור לחישוב הגבול. יהי    .(פיסיך איכך מתחילות רבות מאגדות ה)  

0ולכן יש  0רציפה ב־ fלפי התון  r   כך שאם 0;x B   אז   0f x f   ,

  ובפרט:     0 0f f x f      

0אם  R
  אז R  ולכן       0; 0; 0;k k kA B R B B r      

x לולכ Aאיטגרבילית בקבוצה  fולכן  A :מתקיים       0 0f f x f      

  .ג (מווטויות האיטגרל) מתקיים:9.10לכן לפי חלק א של שאלה 

       1 2 1 20 0k k
A A A

f dx dx dx f f dx dx dx
  

         

  דהייו:         0 vol 0 volk k
A

f A f f A


        

k(עם  4.ז.9לפי מסקה  kM I  ו־ 0 kb :מתקיים (  

       vol det vol volk
k k k k kA I A A     

  לכן         0 vol 0 volk k
k k

A

f A f f A


        

  ומכאן 
 

 10 0
volk

k A

f f f
A 

 


     
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0אם  כלומר R
  אז  

 
 1 0

volk
k A

f f
A 




   

  ולכן:
 

 0
1 0

volk
k A

f f
A 

 
  
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  קודות) 20(  3שאלה 

יהי   : 0 ;1k kB R  יח שמתקייםדיפאומורפיזם ו      0 ;1 0 ;1k kB B .  

הראו שיש   0 ;1kx B כך ש־det 1xJ .  

  פתרון

:הפוקציה  xJ x J   רציפה בקבוצה הפתוחה  0 ;1kU B  כי .היא דיפאומורפיזם  

detxגם הפוקציות  x ו־x x  רציפות לכלx  ולכן ההרכבהdet xx J קציה היא פו

ל־ Uרציפה מ־ 0, )0  קציה כית הפוו בתמואי  דיפאומורפיזם ולכןxJ (מטריצה הפיכה .

תה על ידי הפוקציה הזאת היא תת־) תמו2.ט.2קשורה־מסילתית ולכן (לפי טעה  Uהקבוצה 

 קבוצה קשורה מסילתית של 0, ההיא תת־קבוצה קמורה של 9.ט.2. לפי טע  0,  ולפי)

  היא בהכרח קטע או קרן או קבוצה בת איבר יחיד). 15.ג.1הערה 

xאין  יח בשלילה שהטעה שיש להוכיח איה כוה, כלומר U כך ש־det 1xJ  אז לא יתכן .

a,שיש  b U כך ש־det 1aJ  ו־det 1bJ  תכי מקמירותה של תמו ,det xx J  ובע

detשהיא מכילה את הקטע  , deta bJ J    ת  1, אבלו בתמוהוא איבר של הקטע הזה ואי

detהפוקציה  xx J:לכן בהכרח מתקיים אחד מבין .     

   

det 0,1

det 1,

x

x

J x U

J x U





 

  

  

ראשית ראה למשל שהמקרה הראשון לא יתכן, ואחר־כך ראה שגם המקרה השי לא יתכן, ולכן 

  הוכיח כוה.החת השלילה שגויה, והטעה שיש ל

ובכן, יח ש־   det 0,1xJ x U   תהי .K U .פח חיובי סגורה, חסומה ובעלת  

detהפוקציה  xx Jרציפה ב־U ולכן היא רציפה ב־K  ולפי משפט ווירשטראס יש לה

. כיוון שתמותהּ מוכלת בקטע Kב־ Mקסימום מ 0,1  0בהכרח 1M .  

  אז:      vol det vol volk k k
K K

K J M M K K        

  לכן גם:             vol \ vol vol vol vol vol \k k k k k kU K U K U K U K       

כית (בתור דיפאומורפיזם) ותון חד־חד־ער אבל  U U  :ולכן  

         \ \ \U K U K U K      

  ומכאן:    vol \ vol \k kU K U K   

כדי לקבל סתירה בחר קבוצה מסויימת:  1
20;K B אז .   1

2\ 0;1 \ 0;U K B B והקבוצות 

   1 1 1
20;1 \ 0;n n nK B B   פח ב־ וותמה סדרת קבוצות בעלותkR  שעולה לקבוצה\U K.  

  מתקיים: 32.ה.9לפי מסקה    vol vol \k n knK U K  
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סיק שהקבוצות  21.ז.9בעזרת טעה  nK פח ב־ מהוות סדרת קבוצות בעלותkR  שעולה

לקבוצה  \U Kולכן ,       vol vol \k n knK U K   

4n(עבור  nKאבל כפי שראיו קודם, מאחר שכל אחת מהקבוצות   ,היא תת־קבוצה סגורה (

, מתקיים Uחסומה ובעלת פח חיובי של     vol volk n k nK K   4לכלn  תומתכו ,

ובע המווטויות של הגבול     vol \ vol \k kU K U K .בסתירה מה שהוכח קודם ,  

בכך הראיו שלא ייתכן המקרה הראשון. ראה עכשיו שלא ייתכן גם המקרה השי. אפשר 

ר להסיק זאת ממה שכבר הוּכח: ובכן, כעת או מיחים להראות זאת בדרך דומה, אך אפש

שמתקיים    det 1,xJ x U    קציההפו .:U U   ההיא דיפאומורפיזם,ולפי אבח

1גם  13.ז.9 :U U   קציה1היא דיפאומורפיזם. הפו :U U   קציית הזהות.הא פו  

  יית הזהות היא מטריצת היחידה.צמטריצת היעקוביאן של פוק

x) מתקיים בכל 2.ז.9לפי כלל השרשרת בגרסה המטריציוית (מסקה  U השוויון  

        1
1 1

k k xx x
I J J J


   

 
    

  לכן:        1 1
1 11 det det det detk k x xx x

I J J J J
 

    
 

     

xאז לכל  U מתקיים   
 1

1 1 1det 11detx
x

J
J




 

     

1אז  :U U   ו שמקרה זההוא דיפאומורפיזם שעבורו מתקיים המקרה הראשון, אבל הוכח

. בכך הראיו ששי המקרים מובילים 1לא ייתכן עבור אף דיפאומורפיזם, ובפרט עבור 

  כלומר הטעה שיש להוכיח כוה.לסתירה, ולכן החת השלילה איה כוה, 
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    קודות) 20(  4שאלה 

3ותהי  3Rקבוצה בעלת פח ב־ Aא. תהי  3: \f R Z R :קציה המוגדרת על ידיהפו  

   
     2 2 2

1, ,
sin sin sin

x y z
x y z   

  

A\3בקבוצה איטגרבילית  fהוכיחו ש־ Z  טגרל המוכלל שלאו לחילופין האיf  בקבוצה

3\A Z .סחמדה של הראשית כגון  מתכ מומלץ לבחון קודם סביבה) 3 0;1B  או 31,1(.  

2ותהי  2Rקבוצה בעלת שטח ב־ Aב. תהי  2: \f R Z R :קציה המוגדרת על ידיהפו  

   
   2 2

1,
sin sin

x y
x y 

  

היא סביבה של  Aהוכיחו שאם  0,0 טגרל המוכלל של אז האיf  2בקבוצה\A Z  ואי

 מתכס.

  סעיף א פתרון

A\3היא בעלת פח, ולכן גם  Aהיא קבוצה צומה, והקבוצה  3Zהקבוצה   Z  .פח בעלת

היא פוקציה יסודית, ולכן היא רציפה בתחום הגדרתה, כלומר בכל קודה שבהּ  f הפוקציה

sinהמכה איו אפס. המכה הוא אפס אם ורק אם  sin sin 0x y z      וזה קורה אם ורק

שלמים, כלומר אם ורק אם  zו־ x ,yאם שלושת המספרים   3, ,x y z Z.  

A\3רציפה ב־ fלכן  Z ותר .טגרבילית בקבוצה זאת אם ורק אם היא חסומה בקבוצהוהיא אי ,

ל שלהּ בקבוצה מתכס. כיוון להראות שאם היא איה חסומה בקבוצה, אז האיטגרל המוכל

די להראות שיש סדרת  6.ח.9חיובית (המוה והמכה חיוביים) הרי לפי טעה  השהיא פוקצי

A\3בקבוצה  fקירוב חסומה לאיטגרל של  Z.  

עשה זאת קודם עם הקבוצה   1
20,0,0 ;B Bרור . מתקיים בבי  3\ \ 0,0,0B BZ.  

1אם 
20 x   פי אז2לראות ש־ 1אפשר באמצעים פשוטים של אי sinx x x  .1  

אם     , , \ 0,0,0x y z B  אז 1 1
2 2, , ,x y z  :קבל ומכאן  

  
             

 

2 22 2 2 2 2 2

1
4 2 2 2

sin sin sin 2 2 2 4

1, ,

x y z x y z x y z

f x y z
x y z

         

 
 

  

                                                      
סמן  1  sin t

tt  ו־ 0 1  אז .  2
cos sint t t
t

t    0עבורt קציה רציפה ב־והפו ,R קציהה הוא פוהמו  .

גזירה   cos sint t t t    ומתקיים  sin 0t t t    עבור  0,t   קציה יורדת ומתקייםה הוא פוולכן המו

   0 0t    עבור 0,t  אז .   
2 0t

t
t    ו־ קציה יורדת ב־פו 0, בפרט לכל . 20,t   מתקיים

     20 t      ולכןsin 21 t
t   1. עבור

20 x   מתקיים 20,x    ולכןsin 21 x
x


   ו־sin 2x x x  . 



 14ממ"ן  \ב  2022 \ 20224 9  

 הקבוצות  1\ 0,0,0 ;n nA B B  פח שעולה לקבוצה הן סדרת קבוצות בעלות  \ 0,0,0B.  

לכל  , , nx y z A מתקיים    21 1
4 42 2 2

10 , ,f x y z n
x y z

    
 

  

. אז סדרת nA, ולכן איטגרבילית ב־nAהיא פוקציה רציפה וחסומה בקבוצה  fולכן 

האיטגרלים 

1nA n

f





 
 
 
 
  טגרל שלהיא סדרת קירוב לאיf  בקבוצה  \ 0,0,0B.  

1  ) מתקיים:10.ג.9ממווטויות האיטגרל (חלק א של שאלה 
4 2 2 2

1

n nA A

f dxdydz
x y z


    

, כאשר שים לב שאם 24.ז.9 ימין של האי־שוויון האחרון חשב בקלות בעזרת את האיטגרל באגף

   , , sin cos , sin sin , cosx y z r r r      2אז 2 2 2x y z r  :לכן .  

       

   

1 1 1 1
2 2

1
2

1
2

2
2 2 2 2

, 0,2 0, , 0,2 0,

2
1
2

0 0 00, 0,2 0,

1 1 sin sin

sin 1 1 sin 2 2 2

n n n
A

dxdydz r drd d drd d
x y z r

drd d dr d d

   

 

 

     

       

         

   

 
 

       

  

   

  

0קבלו אם כן ש־ 2
nA

f 
   לכלnN ה סומה, ולפי כלומר סדרת הקירוב דלעיל ח6.ח.9טע 

מתכס בקבוצה  fהאיטגרל של   \ 0,0,0B.  

כלשהי, ןבהזזה  3pZתבון עתה בקודה  1
2;B p B p  .  

במקרה זה      3\ \B p B p p  Z.  

מתקיים  tRלכל  2 2sin sint t   3ולכן לכל 3\xR Z  מתקיים   f x p f x .  

קבל ש־ 9.ג.9משאלה 
n nA p A

f f


   ולכן הסדרה

1nA p n

f



 

 
 
 
 
  היא סדרה חסומה, וזאת סדרת

בקבוצה  fקירוב לאיטגרל של    \B p p  כי הקבוצותn pA   מהוות סדרת קבוצות שעולה

לקבוצה    \B p p טגרל שלומכאן שהאי ,f  בקבוצה     3\ \B p B p p  Z .סמתכ  

. היא חסומה ולכן יש כדור 3Rקבוצה בעלת פח כלשהי ב־ Aכעת תהי   0,0,0 ;B R  שמכיל

אותה. סמן   3
20,0,0 ;C B R  סמן 3, וכןP C Z סמן . 

p P
U B p



 .  

שים לב ש־ 
p P

U B p


   הוא איחוד של קבוצות זרות, שכן הקבוצות   \B p p  הן

1שרדיוסיהם פתוחים כדורים 
היא  Uכמוכן  .1והמרחק בין מרכזי כל שיים מהם לפחות  2

A\גם  ןבעלות פח. לכ קבוצה בעלת פח כאיחוד סופי של קבוצות U .פח בעלת  
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תהי  , , \x y z A U תהי .  3, ,p a b c Z 1כך ש־ 1
2 2,x a a     ,1 1

2 2,y b b     ו־

1 1
2 2,z c c    אז .  

       

      
2 2 2 2 2 2

2 2 2

sin sin sin sin sin sin

4

x y z x a y b z c

x a y b z c

            

     

  

  ולכן: 
     

1
4 2 2 2

10 , ,f x y z
x a y b z c

  
    

  

  מתקיים:       

             2 2 22 2 2 31 1 1
2 2 2 2

, , , , , , , ,

, ,

p x y z a x b y c z x y z a x b y c z

x y z x a y b z c R R

         

            

  

pולכן  C 3. אזp C P  Z אבל . , ,x y z U  ולכן   1
2, , ;x y z B p B p   לכן .

       2 2 2 1
2, ,x a y b z c x y z p        :ולכן  

   
     

1 1
4 42 2 2

10 , , 4 1f x y z
x a y b z c

     
    

  

A\רציפה וחסומה בקבוצה  fאז  U  פח, ולכן שהיא בעלתf טגרבילית ב־אי\A U.  

עכשיו אחו מוכים לסיום: סמן    \n n
p P

K A U A A p


    זאת סדרת קבוצות שעולה .

  לקבוצה:            3\ \ 0,0,0 \ \ \
p P p P

A U A B p A U A B p p A
 

        Z   

איטגרבילית  fתוה כאיחוד של מספר סופי של קבוצות בעלות פח שזרות זו לזו, וש־ nKכל 

  בהן, ומתקיים:
 \ \

2
\ \ \

n n n

n n

p P p PK A U A A p A U A p

p PA U A A U A A U

f f f f f

f f f P f f P 

   



   

       

     

    

  

A\3ב־ fקיבלו סדרת קירוב חסומה לאיטגרל של  Z  טגרל שלולכן האיf 3ב־\A Z.סמתכ 

  סעיף ב פתרון

היא סביבה של  Aאם   0,0  אז יש כדור  0,0 ;B B r A יח ש־וכל גם לה .1
2r  אם .

    , \ 0,0x y B  1אז
2x   1וגם

2y  :ולכן     2 2 2 2 2 2 24 sin sinx y x y x y        

  אז: 
   

 1 1
4 42 2 2 2

1 1, ,
sin sin

f x y g x y
x y x y 

    
 

  

כאשר   2 2: \ 0,0g R R  מוגדרת על ידי  2 2
1,x y

x y
.  
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A\2מתכס ב־ fהאיטגרל של יח בשלילה ש Z אז יש לו סדרת קירוב חסומה .
1nA n

f





 
 
 
 
.  

אז   1n nA 


A\2היא סדרת קבוצות בעלות שטח שעולה לקבוצה   Z:2  . בפרט

1
\ n

n
A A





Z   

  לכן:    2

1
\ 0,0 \ n

n
B B A B A





   Z   

 ולכן הסדרה   1n nB A 


  היא סדרת קבוצות בעלות שטח שעולה לקבוצה  \ 0,0B.  

0  מתקיים nNלכל  4 4
n n nB A B A A

g f f
 

      

וכיוון שהסדרה 

1nA n

f





 
 
 
 
  הסדרה חסומה גם

1nB A n

g



 

 
 
 
 
  טגרלחסומה והיא סדרת קירוב לאי

בקבוצה  gשל   \ 0,0Bכיוו ש־ .g  ה6.ח.9רציפה ו־אי־שלילית בקבוצה זאת הרי לפי טע 

בקבוצה  gהאיטגרל המוכלל של   \ 0,0B  ראה עכשיו שהוא מתבדר על ידי הצגת .סמתכ

(ולכן איה מתכסת). סמן  ת שאיה חסומהרסדרת קירוב אח  1\ 0,0 ;n nB B B:אז .  

  
     

  
   

1

11

2 2
0,0 ; \ 0,0 ;

2
1

2
0, 0,2

1

1 1 2 ln ln 2 ln ln

n n

nn

B B r B

r

nn
r

g dxdy
x y

drr drd d r r nrr





    
 




        

 

  

  

  .36.ז.9טעה כאשר חישוב האיטגרל בעזרת 
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  קודות) 20(  5שאלה 

  סמן:   
222222

,,
yxy

xyxQ
yxx

yyxP





  

Pdxאת   וחשב Qdy


  כאשר  היא מסילה פשוטה

כם (עם באיור שלפי ABשתמותה הקטע הישר 

היעזרו במשפט גרין כדי  .)Bוסיום ב־Aהתחלה ב־

להמיר את החישוב בחישוב איטגרל לאורך קשת 

 ).Rהמעגל (רדיוס המעגל הוא 

 

  פתרון

  תה קטע, ולכן אורכה סופי (על פי שאלהה  13.ב.8מסילה פשוטה שתמו21.ב.8ומסק.(  

  ).15.ו.8מסילה פשוטה סדירה (ראו חלק א של טעה  ת ש־וכל אם כן להיח ללא הגבלת הכלליו

. למשל אפשר Aל־ Bמסילה פשוטה סדירה שתמותה הקשת (הקצרה) של המעגל מ־ תהי 

  לקחת:

 

2
6 3: ,

cos . sint R t R t

      R



  

  שים לב שמתקיים:     
     

31
3 3 3 2 2

3 1
6 6 6 2 2

cos , sin ,

cos , sin ,

A R R R R

B R R R R

  

  





  

  

  

1שתי הקודות מצאות על הישר שמשוואתוֹ  3
2x y R .  

גרין. זאת מקיימות יחד איתה את החות משפט  ו־ שהמסילות  K יש קבוצה סגורה וחסומה

  הקבוצה:  1 3 2 2 2
2, ,K x y x y R x y R      

  :קצת (השלימו את הפרטים) פרט

חסומה (מוכלת בכדור  Kהקבוצה   0,0 ;B R ה25.ד.2) וסגורה לפי חלק א של מסק.  

  .שתי המסילות פשוטות וגזירות ברציפות (ואף סדירות)לפי ההחות דלעיל   א.

היא חיתוך של חצי המישור  Kהקבוצה  ב.  1 3
2,H x y x y R    והכדור  0,0 ;B R .

 והכדור שוכן משמאל למסילה    שוכן משמאל למסילה Hאפשר לבדוק שחצי המישור 

  .ו־ שוכת לשמאֹלָן של המסילות  K) ומשי אלה ובע ש־9.ט.)9ובע מדוגמה 

Imובע ש־ 8.ט.9משאלה   ג. ImK    .  

Kמכך ש־ K   כי)K הקבל 25.ד.2סגורה) ומחלק ב של טע  

        1 3 2 2 2 2
2, , Im ImK K x y x y R x y x y R             

Imולכן  ImK    .  

A

B

30
3030


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(אלה הקודות היחידות  Bו־ Aהקודות היחידות המשותפות לשתי המסילות הן קצותיהן:   ד.

  , בהתאמה).ו־ שמכילים את תמוות  מעגלוה שריהמשותפות ל

Q  ) מתקיים17.ט.9אם כך, לפי משפט גרין ( P
x y

K

Pdx Qdy Pdx Qdy
 

 
         

Q  ולכן: P
x y

K

Pdx Qdy Pdx Qdy
 

 
         

  באגף שמאל).חשב את שי האיטגרלים שבאגף ימין ומהם קבל את האיטגרל המבוקש (ש

  חישוב האיטגרל המסילתי לאורך קשת המעגל ישיר:

          
3

6

,Pdx Qdy P t Q t t dt





        

  חשב בפרד:  
     

  
     

   

2 22 2 2

2 22 2 2

sin sin
coscos cos sin

cos cos
sinsin cos sin

sin , cos

R t tP t
R tR t R t R t

R t tQ t
R tR t R t R t

t R t R t







   


 


 

  

  :המסילתי ומשיך בחישוב האיטגרל

  

 

 

3

6

3 3

6 6

3
3

6
6

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

3

sin cos, sin , cos
cos sin

1 sin cos 1 1 cos 1 sin
cos sin cos sin

1 1 1 12 tan cot 2
cos sin

1 tan cot

t tPdx Qdy R t R t dt
R t R t

t t t tdt dtR Rt t t t

dt t t tR Rt t

R





 

 











      
 

    
      

   

       
 

 

 

 



    3 3 6 6 6

2
3 3 3

2 tan cot 2

1 1 1 1 2 4 33 3 2 3 3 33 3 3R R R R

    

   

     

   
             

   

  

  :36.ז.9טעה בעזרת  בעזרת מעבר לשיעורים קוטביים במישור, דהייו חשבאת האיטגרל הכפול 

ראשית חשב את הגזרות החלקיות. לשם כך וח לסמן   2 2,r r x y x y  .  

  אז:
2 2 2 2

21 12
2 2

y yr x x r
x r y rx y x y

xr yr  
  
       

כעת   2 1,P x y x yr   ו־  2 1,Q x y xy r  :ולכן  

  

 
   

 

2 1 2 2 2 1 2 2 3 2 3 2 2 2 3 2 3

2 1 2 2 2 1 2 2 3 2 3 2 2 2 3 2 3

332 2 ,

Q r
x x

P r
y y

Q P
x y

y r xy r y r x y r y r r x y r y r

x r x yr x r x y r x r r y x r x r

r r x y

             
 

             
 

 
 

       

            

  
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  36.ז.9לכן לפי טעה   3 22 2 cos , sin 2Q P
x y

K K A A

dxdy r r r r drd r drd    
        

כאשר    0, ,A     2כך ש־    :וכן      cos , sin ,K r r r A     

לצרכיו עדיף  6 3, ,        בחר למשל ולכן   , 0,2  .  מהי הקבוצהA?  

ובכן דרש ש־ ,r A   אם ורק אם     , 0, ,r       וגם cos , sinr r K  .  

  הדרישה האחרוה שקולה לצירוף שי אי־שוויוות: Kלפי הגדרת הקבוצה 

  
   

1 3
2

2 2 2

cos sin

cos sin

r r R

r r R

 

 

  

  

  

2האי־שוויון האחרון שקול ל־ 2r Rה , ובזכות המגבל 0,r  0ל־ r R .  

  צירוף של זה לאי־שוויון הראשון ותן:

  1 3 1 3
2 2cos sin cos sin cos sinR R r r R              

6שקולה לכך ש־ מגבלה זאת על  3,     כון לפי האיור. פורמלית הכי פשוט לראות שזה .

1ראשית, ת זאת למשל כך: אפשר להראו 3 1 1
2 2cos sin 1       ומכאן ,cos 1 sin 0    

sinוגם  1 cos 0     ולכן 20,  1האי־שוויון  . לכן 3
2cos sin    שקול ל־

     22 1 3 1 2 3 32 2
2 4

3 3 2
2 2 3 3 6 3

cos sin cos 2sin cos sin

1 sin 2 1 sin 2 2   

     

   

       

           

  

1האי־שוויון וכאשר זה מתקיים  3
2cos sinr r R    1  ־שקול ל 3

2 cos sin
Rr  

 


  

0ויחד עם התאי  r R  :קבל    1 3
6 3 2, , cos sin

RA r r R  
 

 
       

  

    אז:

  

 

3 3

1 3
1 3 26 62

3

6

3

6

2 2

cos sin
cos sin

1 3
2 cos sin

12 2 2

1 12

2 2 2 2cos sin 1 cos
1 3 1 3

RR
Q P
x y R

RK A

R
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  חשב בפרד   
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