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  13מתווה לפתרון ממ"ן  
 ב2022  סמסטר:  3חשבון איפייטסימלי  – 20224  הקורס:

 קודות  5  משקל המטלה:   8פרק   חומר הלימוד למטלה:

  קודות) 20(  1שאלה 

תהייה  : , k    R ו־   : , k lM    R :מסילות שאורכן סופי. תהי   
   

: , l

t t t

  

 

 R



  

 (מומלץ להיעזר במגוון משפטים.)היא מסילה שאורכה סופי.  הוכיחו כי   .א

 היא מסילה סדירה? הן מסילות סדירות, האם גם  ו־ אם   .ב

מרחב המטריצות  k lM  R  מזוהה כרגיל עם המרחב האוקלידיklR ג.1.א.1. ראו הערה  

  סעיף א פתרון

, כדי להוכיח שאורך מסילה סופי די להראות שהיא בעלת השתות חסומה בקטע 2.ג.8לפי אבחה  

 ,  קציהראה אם כן שהפו . ות חסומההיא רציפה, ולכן היא מסילה, ושהיא בעלת השת 

בקטע  ,  מסילה שאורכהּ סופי., ולכן היא  

(כאשר או מזהים את  6.י.1לפי חלק ב של דוגמה  1 kM  R  עםkR קציה 1.א.1, ראו הערההפו (

 : k l
k lM  R R Rשמוגדרת על ידי כפל מטריצות   : ,v A vA   

היא רציפה. האיסוף  היא פוקציה פוליומית, ולפיכך ,   קציה רציפה בקטעהוא פו ,  

ולכן גם ההרכבה  ,      רציפה בקטע זה, כלומר .היא מסילה  

בעלת השתות חסומה אפשר להוכיח בדרך דומה לכל אחת משתי הדרכים  את העובדה ש־

 6.ג.8לפי טעה  בשאלה זאת.כח , אבל אפשר גם לצל את מה שהו11.ג.8פתרון חלק ב של שאלה ב

1די להוכיח עבור  j l   שהרכיב i ות חסומהקציה בעלת השתבקטע  הוא פו ,  לפי .

  הגדרת כפל מטריצות          
1

k

j i ij
i

t t t  


  

לכל  ,t   המכפלות  12.ג.8. לפי חלק ב של שאלה      i ijt t t   קציות בעלותהן פו

השתות חסומה ב־ ,  קציה 5.ג.8, ולפי חלק ג של שאלהגם הפו         
1

k

i ij
i

t t t 

  

בקטע  היא בעלת השתות חסומה היא כזאת, כלומר  , .  
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  סעיף ב פתרון

1k התשובה היא שלא בהכרח. דוגמה גדית:  l  וכל לזהות את ואז , 1 1M  R  1ואתR  עם

R יקח גםו ,   , 1,1    וכן ,: t t   2. אז: t t  ולכן ,    2t t t     ובפרט

 0 0  ולכן ,  .ה מסילה סדירהאי  

דוגמה וספת: תהי    \ 0k lA M  R  ויהי \ 0kvR 0כך ש־vA  יקח .: t tv  ו־

: t tA  אז .  0t v    וכן  0t A    ולכן ו־  מסילות סדירות, אבל

2: 0t t vA   ולכן גם  0t   לכל ,t   ובודאי , .ה מסילה סדירהאי  
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  קודות) 20(  2לה שא

תהי  : , k    R  ה: אםקציה בעלת התכופוx y     אז   y x y x   .  

היא מסילה ושאורכה סופי, ומתקיים  הוכיחו ש־  א. L    .  

הוכיחו שאם   ב. L     ו־   , ,x y    אז  ,| x yL y x  .  

אם ו שהסיק  ג. L     אין קטע  אז   , ,x y    עבורו ,| x y .יתשקולה למסילה אפי 

  (מסילה אפיית: כזאת שהיא צמצום של פוקציה אפיית.)

ד. הדגימו מסילה המקיימת את החות והשאלה ושעבורה  L    . 

  סעיף א פתרון

רציפה במידה שווה ולכן רציפה ב־  1.ה.2מחלק ב של מטעה   ,   ולכן היא מסילה. לכל

חלוקה   ,T   מתקיים (י הספרבסימו)  

         1 1 0
1 1

r r

T i i i i r
i i

l t t t t t t     
 

          

  ולכן 
  

 
,

sup T
T

L l
 

   


    

  סופי. ובפרט אורכה של 

  סעיף ב פתרון

שמוכל ב־לכל קטע סגור מאחר שהצמצום של  ,   י השאלה, לפי סעיף אתו מקיים את

  1והחישוב בפתרון סעיף א דלעיל ובע שצמצום כזה הוא מסילה שאורכה סופי, וכן

          , , ,| | |x x y yL x L y x L y            

אם יח בשלילה ש־  ,| x yL y x   אז   ,| x yL y x   ולכן  

                  , , ,| | |x x y yL L L L x y x y                        

  וזאת סתירה.

  סעיף ג פתרון

יח בשלילה ש־ ,| x y  יתשקולה למסילה אפי ת  13.ב.8. לפי שאלהתמו  היא הקטע

שקצותיו  x ו־ y ומתקיים       L y x     

  (שמסילות שקולות הן בעלות אותו אורך): 17.ב.8ולפי טעה         ,| x yL L y x       

                                                      
xאם  1   ו בתור0אין מובן לאגף שמאל של האי־שוויון השמאלי, ויש להבי 0 ובדומה אם ,y   אין מובן

0לאגף שמאל של האי־שוויון הימי, ויש להביו בתור  0 לחילופין אפשר להבין במקרים אלה את הסימון ; , x 

או  ,y   וון״ ואת הסימוןכ״קטע מ ,| x או ,| y  ת״ שאורכהוויגוד למקובל בספר.)0כ״מסילה מב ,  
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אם אבל לפי סעיף ב  L     תון בשאלהויחד עם ה        ,| x yL y x y x       

  וקיבלו סתירה.

  סעיף ד פתרון

לפי סעיף ג במסילה המבוקשת לא יכול להיות שום ״קטע ישר״. לפי סעיף ב דרש שהמסילה 

המבוקשת ״ממפּה״ כל קטע למסילה שאורכה כאורך הקטע. דוגמה מתאימה היא המסילה 

0 הסטדרטית שתמותה מעגל היחידה, כלומר  ,2  ו־   
 

2: 0,2

cos ,sint t t

   R



  

וקצה השי הקודה  tרדיאים את קצה קשת המעגל שאורכה  tשל שמתאימה לאורך קשת 

הקבועה  1,0:אים המבוקשיםבדוק שמתקיימים הת .  

2היקף המעגל הוא  גיאומטרית,    קודות וה x ו־ y  הן קצות קשת של המעגל

yבאורך  x קודות אלה קצר יותר ואורכו שען עלוהמיתר של המעגל ש ,   y x .  

  בדוק גם בחשבון ישיר:

           

   
     

        

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 22
2 2

cos cos ,sin sin cos cos sin sin

cos 2cos cos cos sin sin sin sin

cos sin 2 cos cos sin sin cos sin

1 2cos 1 2 1 cos 2 2sin 2y x y x

y x y x y x y x y x

y y x x y y x x

y y y x y x x x

y x y x y x

 

 

       

     

     

           

  

ולכן    y x y x     ומטריות וכן את העובדה המוכרתוסחאות טריגו ויצל בדרך)

0tשאם  1מאיפי    אזsin t t:כמוכן .(  

       
2 2 2 2

2 2

0 0 0 0

sin ,cos sin cos 1 2L t dt t t dt t tdt dt
   

                 
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  קודות) 20(  3שאלה 

הגרף של הפוקציה  : ,f   R  המוגדרת על ידי  2

x xe ef x


  ת מסילההוא תמו

  פשוטה וסדירה במישור. מצאו את המרכז הגיאומטרי של מסילה זאת.

2coshקראת קוסיוס היפרבולי, והוג לסמן  הערה: הפוקציה הזאת x xe ex .  

2sinhגזרתָהּ קראת פוקציית הסיוס ההיפרבולי ומסומת  x xe ex .  

2 ן, ויש בייהן קשרים רבים, כגוכל אחת משתי הפוקציות האלה היא הגזרת של האחרת 2cosh sinh 1x x .  

  פתרון

 המסילה היא  
  

2: ,

,t t f t

   R



  

וגזרתה     1,t f t  .ה אפס, ולכן המסילה סדירהרציפה ואי 

אורך המסילה הוא      21L t dt f t dt
 

 

      :ויש לחשבו. המרכז הגיאומטרי הוא  

                     

       

1 1
1 1

2 21

, , , ,

1 , 1

L L

L

x d x y y d x y t t dt t t dt

t f t dt f t f t dt

 

 
   

 


 

   
   
         

 
     

 

   

 

   

  coshיגש לחישוב: sinh2 2

sinh cosh2 2

t t t t
d d
dt dt

t t t t
d d
dt dt

e e e et t

e e e et t

 

 

  
   

 

  
   

 

  

  ולכן: 
 

 

2
2 22 2

2
2 2

2

4 21 1 sinh 1 4 4

2 cosh cosh4 4

t t t t

t tt t

e e e ef t t

e ee e t t

 



   
     

 
   

  

  אז   21 cosh sinh sinh 2
e e e eL f t dt t dt

     

 

  
   

        

  וכן 21 cosh sinh sinh sinh cosht f t dt t t dt t t t dt t t t         

  ולכן: 21 cosh sinh cosh sinh cosht f t dt t t dt
 

 

             

  כמוכן:
2 2 2 2 2

2 1 1
2 2

2 2cosh cosh 22 4 4
t t t t t t t te e e e e e e et t

        
     
 
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       2 2 1 1 1 1
2 2 2 41 cosh cosh 2 sinh 2f t f t dt t dt t dt t t         

     2 2 1 1 1 1
2 4 2 41 cosh sinh 2 sinh 2f t f t dt t dt

 

 

           

  והמרכז הגיאומטרי המבוקש הוא:

  

1 1 1 1
2 4 2 4

1 1
2 4

sinh 2 sinh 2sinh cosh sinh cosh ,sinh sinh sinh sinh

sinh sinh cosh cosh sinh 2 sinh 2,sinh sinh sinh sinh sinh sinh sinh sinh

        
   

         
       

     
    

             

  

     ואולי אפשר עוד לפשט אבל לא יסיתי.
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  קודות) 20(  4שאלה 

תהי   2: \ 0,0f R R  ית־חיובית ממעלהקציה הומוג2פו  ותהי  2 2: \ 0,0F R R 

  המוגדרת על ידי:     : , , ,x y f x y y x F   

  סביב הראשית. הוכיחו: nלולאה בעלת מספר ליפּוּף  nתהי  nלכל מספר שלם 

       , , cos ,sin
n

F x y d x y n f d


 

  


   

גזירה ברציפות ב־ : fתון וסף תיקון לשאלה שפורסם באתר הקורס:  2 \ 0,0R.  

  פתרון

גזירה ברציפות ב־ Fכמובן   2 \ 0,0R קציה 15.ז.3, כי לפי חלק ב של שאלהעם הפו  

     : , ,g x y y x  

  מתקיים:             T
, ,

0 1
, , , , ,

1 0x y x y
y

JF g x y f x y f x y Jg f x y f x y
x
    

        
   

  

  ) מתקיים11.ב.3לפי זהות אוילר (דוגמה           , , , , 2 ,f f
x yx x y y x y x y f x y f x y 
      

  ולכן:              
       
     

2 1, , , ,

, , , ,

2 , , , 0

x y x y

f f
x y

F x y F x y xf x y yf x y

f x y x x y f x y y x y

f x y x y f x y

   
   

 
 

   

   

   

  

כלומר        2 1, ,x yF x y F x y 
  ולכן  ,x yJF  סימטרית לכל    2, \ 0,0x y R.  

כך ש־ Fובע שיש מספר ממשי  10.ח.8משאלה    , ,
n

FF x y d x y n


 .  

מסילה  למספר הליפוף שבפרט   2: ,    R מוגדרת על ידי ה cos ,sin    סביב

  ולכן: 1 הראשית הוא

  

        

   

    

  

 

2 2

, ,

cos ,sin sin ,cos

cos ,sin sin ,cos sin ,cos

cos ,sin sin cos

cos ,sin

F F x y d x y F d

F d

f d

f d

f d



 

















     

    

      

    

  











   

  

   

 



 










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  קודות) 20(  5שאלה 

  הראו כי הפוקציה  

   

2 2

2 2

: \ 0,0

, sin cos , sin cos
x

F

ex y x y y y y y x y
x y



 


R R



  

  איה שדה משמר בקבוצה:         2021,2021 2021,2021 \ 2020,2020 2020,2020       

  המלצה: ראשית כדאי להראות שהפוקציה היא שדה משמר בכל קבוצה פתוחה ופשוטת־קשר בה היא מוגדרת.

  פתרון

  איה שדה משמר בקבוצה F, כדי להראות ש־3.ז.8לפי שאלה 

           2021,2021 2021,2021 \ 2020,2020 2020,2020U         

די להראות ש־ , 0F d x y


  על איזושהי לולאה  תה ב־שתמוU ראה פשוט אבל לא .

. במקום זאת פעל בדרך אחרת: ראשית יקח לולאה שוח לסות לחשב Uלמצוא לולאה וחה ב־

  עליה את האיטגרל שלו: למשל  2: ,    R  המוגדרת על ידי cos ,sin    כי)

  ה לחשב:המכה שמופיע בפוקציה שלו קבוע עליהָ). ס

            
2 2

0 0

, cos ,sin sin ,cosF d x y F t t dt F t t t t dt
 


          

  כדי לקצר בחישוב חשב בפרד:

  ְ       

 

 

2 2

2 2
2 2

2 2
2 2

, , sin cos , sin cos ,

sin cos sin cos

cos cos

x

x

x
x

eF x y y x x y y y y y x y y x
x y

e xy y y y xy y x y
x y

e x y y e y
x y

      


    


  


  

  לכן:       
2 2

cos

0 0

, cos ,sin sin ,cos cos sintF d x y F t t t t dt e t dt
 


        

1זה לא ראה חמד לחשב את זה, אבל אין צורך: מתקיים  sin 1t   קציהוהפו ,cos  יורדת

,20בקטע     ולכן לכל ,t  ממשי מתקיים    2cos sin cos sin cos1 cos 0t t    .  

אז הפוקציה  cos cos sinte t  טגרל שלה בקטעקציה רציפה וחיובית ולכן האיהיא פו 0,2 

  חיובי, כלומר:   
2

cos

0

, cos sin 0tF d x y e t dt



     

  .0מצאו אם כן לולאה שהאיטגרל של התבית שלו עליהָ איו 

כך ש־  Uב־שתמותהּ  כעת מצא לולאה אחרת    , , 0F d x y F d x y
 

      וזה יראה ש־

F ו שדה משמר ב־איU.  
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, אם יש הומוטופיה של לולאות בין שתי לולאות ב־13.ח.8אפשרות אחת: לפי טעה   2 \ 0,0R 

אז ערך האיטגרל  ,F d x y בדוק ש־ אישווה על שתי הלולאות. זאת בתF  גזירה ברציפות

ב־  2 \ 0,0R בדוק שזה כך .קודה בתחום זה ומטריצת היעקוביאן שלהּ סימטרית בכל:  

  סמן  2 2: ,
xef x y

x y
  

  ו־   : , sin cos , sin cosg x y x y y y y y x y   

  אז 
 

     
 

2 2
2 2

2 2 22 2 2 2 2 2

2 2, , 2 , 2
x x x xx y e xe ye ef x y x y x y

x y x y x y

              

  

  וכן: ,
sin cos sin cos
cos sin cos sinx y
y x y y y y

Jg
y y y y x y

  
  

  
  

F־שמאחר  fg , תקייםמ 15.ז.3לפי חלק ב של שאלה:  

  

         

 
 

 
     

  

T
, ,

2 2
22 2

2 2

2 2

2 2 22 2

, , ,

sin cos
2 , 2

sin cos

sin cos sin cos
cos sin cos sin

sin cos 2 sin cos 2

sin cos 2 sin cos

x y x y

x

x

x

JF g x y f x y f x y Jg

x y y ye x y x y
y y x yx y

y x y y y ye
x y y y y y x y

x y y y x y x x y y y ye

y y x y x y x y y xx y

  

 
    

 

  
  

   

    


      

 
    

    

 

 

2 2 2 2

2 2 2 2 22 2

3 2 2 2 2 3

2 2 3 2 2 3 22 2

2 3 3 2 2 2

2 3 22 2

2

sin cos sin cos

cos sin cos sin

2sin
2

2cos

x

x

x

y y

x y y x y x y y y ye

x y y x y y y y x yx y

x xy x y x y y xye y
x y y xy x y x xyx y

xy x y y x xy x ye y
x xyx y

 
 
   

    
 
       

     
        

    


 
2 2 2 3 2x y x y y xy

 
     

  

גזירה ברציפות ב־ Fרואים ש־  2 \ 0,0R קודה 2.ומטריצת היעקוביאן שלה סימטרית בכל  

 של לולאות כעת דרושה לו הומוטופיה      2: 0,2 0,1 \ 0,0H   R 0אחת מבין כך שH ו־

1H  היא תה ב־ו, והאחרת היא לולאה שתמושלU.  

                                                      
היא שדה משמר בכל קבוצה פתוחה ופשוטת־קשר שאיה מכילה את  F הפוקציה 11.ח.8ולפי משפט  2 0,0.  
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ראשית מצא דרך וחה יותר לקבוע מתי קודה  ,x y מצאת ב־U בין מתי לשם כך .

   2, ,x y M M  זה שקול לכך ש־ וגם .y M כלומר , max ,x y M.  

באופן דומה אפשר לראות ש־   2, ,x y m m   אם ורק אם max ,x y m.  

לפי התון    22, \ .U M M mm    2020עבורm  2021ו־M .  

אז  ,x y U  אם ורק אם   2, ,x y M M  ו־   2, .x y mm :כלומר אם ורק אם מתקיים ,  

   max ,m x y M   

וכל לראות שהפוקציה  20.י.1בעזרת שאלה    : , max ,x y x y   ,קציה יסודיתהיא פו

  , וכאמור:2Rולכן היא רציפה ב־    , ,U x y m x y M    

או זקוקים אם כן ללולאה   2: 0,2   R כך ש־  m t M    לכל 0,2t .  

mכך ש־ bבחר איזהו  b M  2020.5, למשלb  גדיר .      b
t

t t
 

 .  

כזכור הגדרו קודם    cos ,sint t t  .:אז  

                     
          

cos ,sin max cos , sin

max cos , sin

b b b b
t t t t

b b
t t

t t t t t t

t t t b

       

   

    

 

        
   

   

  

  : .גדיר כעת הומוטופיה של לולאות ביה לבין הלולאה Uאכן מוכלת ב־ לכן תמות 

         , 1H t t t       

אז בבירור לכל  0,2t   מתקיים   ,0H t t ו־   ,1H t t  0כלומרH  1ו־H .  

זאת פוקציה רציפה וכן לכל  0,1 מתקיים  

                     0 0, 0 1 0 2 1 2 2 , 2H H H H                      

 .ראה ש־ל־ היא לולאה, ולכן זאת הומוטופיה של לולאות מ־ Hכלומר כל  0,0  האי

ב־ ל־ מ־ , ואז היא הומוטופיה של לולאותHבתמות   2 \ 0,0R וכיוון ש־ ,x yJF  רציפה

וסימטרית לכל     2, \ 0,0x y R  ה13.ח.8לפי טע    , , 0F d x y F d x y
 

       ולכן

F ו שדה משמר ב־איUיח בשלילה ש־ . ובכן אם   , 0,0H t   אז:  

  
                       

       

0,0 , 1 1 1

1 0 1 0

b b
t t

b
t

H t t t t t t

b t

   

 

          

     

           
 

       
  

  אבל    max cos , sin 0t t t     

ו־ bכלומר   t   יהם בקבוצה הקמורהש 0,  ולכן גם    1 0b t       מצא

  בה, וזאת סתירה.



 13ממ"ן  \ב  2022 \ 20224 11  

מומלץ לקחת כלי כתיבה  אתאר בקצרה עוד דרך לסיים את ההוכחה, ללא שימוש בהומוטופיה.

  ולצייר את המסילות המוזכרות כאן.

  .10.ח.8, לפי חלק א של שאלה 0סביב הראשית בהכרח איו  מספר הליפוף של הלולאה 

לכן לפי אותה שאלה האיטגרל  ,F d x y


  ולכל לולאה  0אי .ושמספר הליפוף שלה אי  

2020בחר איזהו מספר  2021b   2020.5(למשלb  מספר הליפוף של  9.ח.8הערה ). לפי

הלולאה     2: 0,2 \ 0,0  R  שמוגדרת על ידי 2 cos , 2 sint b t b t  לכן 1הוא .

כאמור  , 0F d x y


  מצא לולאה אחרת כעת . תה מוכלת ב־שתמוU  ומתקיים

   , ,F d x y F d x y
 

     .וזה יסיים את ההוכחה  

גדיר ארבע מסילות  1 2 3 4, , , : .b b U      :על ידי   
 
 
 

1

2

3

4

: ,

: ,

: ,

: ,

t b t

t t b

t b t

t t b











 











   

1iהיא קודת המוצא של   .iקודת היעד של Uבבירור תמוותיהן ב־   1,2,3עבורi  זה לא .

אומר שהמסילות האלה יתות לשרשור (הקטעים בהן הן מוגדרות אים מתאימים) אבל יש 

1כך שקיימת המסילה  iששקולות בהתאמה ל־ iמסילות  2 3 4          קודת המוצא . 

, ששווה לקודת 4וקודת היעד שלה היא קודת היעד של  1שלה היא קודת המוצא של 

אורכה סופי כי היא שרשור של . כמוכן בבירור Uהיא לולאה שתמותה ב־ , ולכן 1המוצא של 

היא  מסילות ששקולות למסילות סדירות, שכל אחת מהן אורכה סופי (למעשה די ברור ש־

לולאה פשוטה שתמותה הריבוע שקודקודיו  ,b b  ,ולכן אורכה הוא היקף הריבוע הזה ,

כעת ותר להראות שמתקיים  ).8bכלומר    , ,F d x y F d x y
 

     ציג גם את לשם כך . 

כשרשור של מסילות. לשם כך גדיר     2
4 4: 1 , \ 0,0j j j      R  1,2עבור, ,8j    על

ידי    j t t  1. בבירור 2 3 4 5 6 7 8                 עכשיו ממש כדאי לקחת כלי)

  כתיבה ולצייר את המסילות). שים לב לדברים הבאים:

2חלופית למסילה  2המסילה  3  ות ושהוא קבוצה קמורה  עליוןשתיהן בחצי המישור התמו

  ולכן:שדה משמר בהּ, F־ו   
2 2 3

, ,F d x y F d x y
  

     

4חלופית למסילה  3המסילה  5   ות שתיהן בחצי המישור השמאלי שהוא קבוצהותמו

  ולכן:שדה משמר בהּ, Fקמורה ו־   
3 4 5

, ,F d x y F d x y
  

     

6חלופית למסילה  4המסילה  7   ות ושתיהן בחצי המישור התחתון שהוא קבוצהתמו

  ולכן:שדה משמר בהּ, Fקמורה ו־   
4 6 7

, ,F d x y F d x y
  

     
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7ללן תחומיהן אין יתות לשרשור, בג 1ו־ 8המסילות 
4 ,2    40ו־,     ,ם מתאימיםשאי

8אבל יש מסילה    8ששקולה למסילה  8כך שמוגדר השרשור 1   והוא מסילה חלופית ,

F, ותמוות שתי המסילות החלופיות בחצי המישור השמאלי שהוא קבוצה קמורה ו־1למסילה 

  שדה משמר בהּ, ולכן:

             
1 8 1 8 1 8 1

, , , , , ,F d x y F d x y F d x y F d x y F d x y F d x y
       

                 

  עכשיו וכל לסכם:

  

   

       

       

         

 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

8 1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6

, ,

, , , ,

, , , ,

, , , , ,

,

F d x y F d x y

F d x y F d x y F d x y F d x y

F d x y F d x y F d x y F d x y

F d x y F d x y F d x y F d x y F d x y

F d x y

    

   

   

       

     

     

   

  

    

  

       

       

         

 

 

   

   

    

 

 
7 8

,F d x y
   

     

הקבוצה : 9דרך וספת תתאפשר בסוף פרק     2 2, \ 0,0 ;1K b b B   1המסילות יחד עם ,2

 ,3 ,4 ו־  וחחות משפט גרין (מיאפשר 17.ט.9) . בעזרת משפט גרין (14.ט.9מקיימות את ה (

  :להסיק את המסקה         
1 2 3 4

, , , , ,F d x y F d x y F d x y F d x y F d x y
    

                  

  

  


