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  12ממ"ן  מתווה לפתרון 
 ב 2022  סמסטר:  3חשבון איפייטסימלי  – 20224  הקורס:

 קודות   5  משקל המטלה:   7–4פרקים   חומר הלימוד למטלה:

  לרוב השאלות כמה וכמה דרכי פתרון. 
 מובאת כאן בדרך כלל דרך אחת, שאיה בהכרח הדרך הטובה ביותר. 

  קודות)  15(  1שאלה 

g:2תהי  R R :המוגדרת על ידי   
 

 
1

,
1

x y x y
x y

x y x y

  


 
  

תהי  : 0,1v  R   קציהגדיר פוקציה רציפה, ופו : 0,1u R :על ידי  

     
1

0

,t g x t v x dx  
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  פתרון 
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לכל    2,x y R   סמן     1 , 1f x t x t v x  ו־     2 , 1f x t x t v x  קציות האלהשתי הפו .
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כאשר    
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1C x v x dx    ציאליהוא קבוע. כעת לפי המשפט היסודי של החשבון הדיפר

  והאיטגרלי מתקיים:       0dC
dtu t v t v t v t       
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  קודות)  15(  2שאלה 

מטריצה ממשית : 2בשאלה זאת שתמש בעובדה אחת שמוכחת בקורס אלגברה ליארית 

למטריצות דומות אותה  : 1ובעובדה וספת מהקורס אלגברה ליארית , היא לכסיה סימטרית

trסימטרית חיובית ו־ מטריצההיא   Aהראו שמעובדות אלה ובע שאם   .עִקבָּה 0A    0אזA  .  

  עבור לעיקר השאלה: 

קראת פוקציה הרמוית בקבוצה  Rל־ kRחלקית מ־ פוקציה . kRקבוצה פתוחה ב־  Uתהי 

 ומתקיים Uאם היא גזירה פעמיים ברציפות ב־ Uהפתוחה   
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aובוסף לכל   Uפוקציה הרמוית ב־ fשאם  הוכיחו  U   מתקיים  0f a  0  אוaHf   אז

 f U  .היא קבוצה פתוחה  

הרמוית ואיה קבועה אז  fהערה: אפשר להוכיח שאם   f U  ,ו כאןחוספות שהחות הפתוחה, גם ללא הה

  באמצעים שלמדים בקורס משוואות דיפרציאליות חלקיות, או באמצעים שלמדים בקורס פוקציות מרוכבות. 

  פתרון 

trמטריצה ממשית סימטרית כך ש־ Aראשית תהי  0A   כאמור בשאלה .A  דומה למטריצה

אלכסוית ממשית בעלת אותה עקבה, כלומר סכום איברי האלכסון של המטריצה האלכסוית 

0A. אם 0הוא    ה מטריצת האפס, וכיוון שסכום איבריית איאז גם המטריצה האלכסו

, לפחות אחד מאיברי האלכסון הוא מספר שלילי. איברי האלכסון של 0האלכסון שלהּ הוא 

 . ערך עצמי שלילי A, ולכן יש ל־ A הם ערכים עצמיים של Aהמטריצה האלכסוית הדומה ל־ 

וקטור עצמי שמתאים לערך העצמי הזה אז  uואם   2T T T 0u Au u u u u u       ולכן

איה חיובית. לכן המטריצה הסימטרית החיובית היחידה בעלת עקבה אפס היא  Aהמטריצה  

  מטריצת האפס.

aדי להראות שלכל    עבור לעיקר: U   יש סביבה של f a שמוכלת ב־ f U.  

אם   0f a   10.ב.6אז לפי משפט  a    קודת קיצון. אחרת ה0איaHf  וסףב .aHf  מטריצה

. כמוכן  8.ב.5ממשית סימטרית לפי טעה   
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היא מטריצה ממשית סימטרית בעלת  aHfמטריצה שאיה חיובית. גם  aHfלכן כפי שראיו 

איה מטריצה   aHfעקבה אפס שאיה מטריצת האפס, ולכן איה מטריצה חיובית, כלומר 

איה  aש־  3.ד.6מסקה מטריצה שאיה חיובית ואיה שלילית, עולה מ aHfשלילית. כיוון ש־

  .fשל  קודת קיצון מקומית

a. תהי Uקודות קיצון מקומיות ב־ fעד כה הראיו שאין ל־  U  בחרוB  סביבה כדורית

, ולכן לקבוצה  Bאין לפוקציה קודות קיצון ב־  3.ב.6לפי אבחה . Uשמוכלת ב־ aפתוחה של 

 f B  .ימום ואין מקסימוםהקבוצה  אין מיB  ה קשורה מסילתית ולכן2.ט.2לפי טע   f B 

 10.ט.2קשורה מסילתית. לפי טעה  f B  מפרטת את כל הקבוצות  15.ג.1קמורה. לבסוף, הערה
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לכן   מקסימום הן קבוצות פתוחות. ן, ומתוכן כל אלה שאין להן מיימום ואין להRהקמורות ב־

 f B   היא סביבה פתוחה של f a שמוכלת ב־ f U.  

לכל קודה   y f U  ישa U כך ש־ y f a  ו שיש סביבה שלוראי ,y שמוכלת ב־ f U .

לכן  f U  .היא קבוצה פתוחה  
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  קודות)  20(  3שאלה 

3kיהי   סמןו , 1, , kx x x .  

המשוואה  jו־ iקִבעו עבור אילו זוגות של אידקסים  cos 0jx x   מגדירה באופן סתום

בסביבה של הקודה   x כפוקציה של שאר רכיבי ix  את 1 1,0, ,0 ke  R.  

  מקו היטב מדוע עבור זוגות אלה המשוואה מגדירה פוקציה, ומדוע בכל שאר המקרים היא איה מגדירה פוקציה. 

  פתרון 

הזוגות  ,i j  1המבוקשים הם בדיוק אלה שבהםi  1ו־j .ראה זאת .  

ראשית, סמן    1, , cosk jF x F x x x x   ה היאתוהמשוואה ה .  0F x  .  

1jאם      אז  1cosF x x x  ו־   1 11,0, ,0 cos1 1 cos1 0F e F e      1, כלומרe 

איו פתרון של המשוואה   0F x  הה מגדירה באופן סתום אף משתולכן המשוואה בודאי אי ,

שכן המשוואה  4.ב.7(לא מתקיימים תאי מיוח  1eכפוקציה של שאר המשתים בסביבה של 

  0F x   ה המשוואהכלל אי   1F x F e .(  

1jמשיך בהחה ש־  במקרה זה .   1 11,0, ,0 cos0 1 1 0F e F e      1, כלומרe  הוא

פתרון של המשוואה   0F x  והמשוואה ,  0F x    היא אכן המשוואה   1F x F e.  

1iאם גם     ה מגדירה אתיש להראות שהמשוואה איix  ים בסביבהקציה של שאר המשתכפו

(כלומר  xלהיות השיעור האחרון של הקודה   ixעל  4.ב. 7. כדי להשתמש בסימוי מיוח 1eשל 

i k 1). אם i k   אמר בהערהקודות כדי 7.ב.7אז כמו שות את סדר שיעורי הוכל לש ,

. kוהשיעור ה־  iבסוף. במילים אחרות: במקרה זה חליף בין מיקומי השיעור ה־  ולשים אות

cosהמשוואה תוי החלפה זאת לא תשה את  0jx x   אם במקרה)i j  אוj k צטרך גם

1j, אבל לא תשתה הדרישה iאו ב־ kב־ jלהחליף את  ה את הוקטור  החלפה). הגם לא תש

1e  יח ללא הגבלת הכלליות במקרה זה ש־וכל לה י אפסים יתחלפו במקומותיהם. ובכןכי ש

i k  ולהראות שהמשוואה   1F x F e   ה מגדירה אתאיkx   יםקציה של שאר המשתכפו

עכשיו יש לו   4.ב.7בסימוי מיוח  .1eבסביבה של  1 1, , kx x x   ו־ky x וכן ,

  11,0, ,0 ka  R 0ו־b  יח שלילה שהמשוואה ב. אם   , ,F x y F a b  מגדירה באופן

kyסתום את   x  ים בסביבה שלקציה של שאר המשתכפו  1,a b e  אז יש סביבהU  שלa 

0bשל  Wוסביבה     כך שהמשוואה הזאת מגדירה באופן סתום אתy  קציה של שארכפו

Uהמשתים בקבוצה   W הסביבה .U   מכילה כדור סגור כלשהו סביבa  סמן את רדיוס .

. אז הכדור ב־ 1 ,0, ,0 U  קציה שמוגדרת באופן סתום על ידי המשוואה מתאימהוהפו ,

wלו איזשהו איבר  W פירוש הדבר שהוקטור . 1 ,0, ,0,w   הוא פתרון של המשוואה

  0F x .  המספר לכןהוא חיובי, כרדיוס של כדור, ו   1 1 1 ,0. ,0, cos 1jw x        
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באופן סתום  ixוקיבלו סתירה. לכן ביגוד להחת השלילה המשוואה התוה איה מגדירה את  

1i,כאשר   1eכפוקציה של שאר המשתים בסביבה של    1וגםj   

1iותר להראות שכאשר   1ו־j    1המשוואה מגדירה אתx  ,יםקציה של שאר המשתכפו

כלומר כפוקציה של   2 , , kx x צל את משפט ההגדרה הסתומה (משפטוכל ל 3.ב. 7. לשם כך  .(

יהיה מימין לכל שאר המשתים אבל באופן טבעי הוא  1xשוב, יסוח המשפט דורש שהמשתה  

, וכל לחלק את 7.ב.7ובכן, שוב, לפי הערה  ).התבלבלו השמאל והימין(שוב  משמאל לכולם

לסוף, חשוב על זה אחרת:   1xת. הפעם, במקום לשות את הסדר ולהעביר את  המשתים אחר

:מאחר ש־ kF R R   קציה סקלרית, מטריצת היעקוביאןהיא פו  1, ea bJF JF   היא וקטור

1r 3.ב. 7שורה, ובסימוי משפט   1ו־l k   והמטריצה , ,a bR   1היא מטריצה 1  ָשעמודותיה

הן העמודה האחרוה של   ,a bJF  כלומר למעשה הרכיב האחרון של וקטור השורה. אלא ,

ולא האחרון, אז פשוט המטריצה  הראשוןהוא דוקא   1xשהמשתה שלו  ,a bR  תהיה הרכיב

הראשון של הוקטור  ,a bJF 1. זאת מטריצה 1  כלומר סקלר, וכדי לבדוק שהיא הפיכה די ,

. הפוקציה שלו היא 0לראות שזה סקלר שאיו   cos jF x x x  ה  10.ז.3שאלה . בעזרתטע ,

0xגזירה בכל  Fוכלל השרשרת קבל ש־ 12.א.3  :ומתקיים     1 sinx j jxJf f x x x e     

גזירה ברציפות בכל קודה ב־ Fולכן  \ 0kR  1ובפרט היא גזירה ברציפות בסביבתe.  

כמוכן  
1 1

1
1 1sin 0e jeJf e e e    1(כיj  והרכיב הראשון של (

1e
JF  הוא , 1a bR  0. זה לא ,

1כלומר זאת מטריצה  1  הפיכה, ולכן לפי משפט ההגדרה הסתומה המשוואה   1F x F e 

(כלומר המשוואה   0F x   1) מגדירה באופן סתום אתx  ים בסביבהקציה של שאר המשתכפו

 . 1e של
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  קודות)  15(  4שאלה 

1. תהי kRיריעות חלקות ב־  2Sו־ 1Sתהייה   2a S S .  

הוכיחו שאם       1 2 0a aT S T S   אז יש סביבהU  שלa כך ש־ 1 2U S S a   .  

  בעזרת דוגמה גדית. הפריכו את הטעה ההפוכה 

  פתרון 

  תחיל בדוגמה הגדית לטעה ההפוכה. 

היריעות תהייה למשל    2
1 , 0S x y y  R ו־    2 2 2

2 ,S G x x x y y x   R .

יקח  0,0a  2ו־U  R :סביבה פתוחה שלהּ. אז ברור שמתקיים  

         2
1 2 , 0 0,0U S S x y y x a        

הטעה ההפוכה כוה היה מתקיים  לוּ היתה     1 2 0a aT S T S  ראה שאין זה כך על־ אבל ,

ידי כך שראה ש־   1 1 2a ae T S T S   1. הקבוצהS  ארי חד־ממדי של2היא תת־מרחב ליR ,

היא המרחב המשיק לעצמה בכל קודה שעליהָ, ובפרט   11.ד. 7ולפי שאלה ובפרט מרחב אפיי, 

בקודה  0,0a   מתקיים 1 1 1ae S T S  .  

f:2היא הגרף של הפוקציה  2Sהקבוצה   R R   קציה גזירה ברציפות, ולכן לפישהיא פו

אפשר להסיק שהמרחב המשיק לה בקודה  10.ד.7זאת יריעה חלקה, ולפי דוגמה  7.ג.7דוגמה 

 0,0a    ארישהוא גם המרחב הלי 2aT S :הוא  

                2 1, 0 0 , 0 0 , 0aT S x y y f f x x x y y x x y y S             

 מצא בקבוצה הזאת (למעשה מצאו שבדוגמה  1eוכפי שראיו       1 2 1 0a aT S T S S  .(  

  2.ד.7. לפי טעה iSאת ממד היריעה  idסמן ב־  עבור להוכחת הכיוון העיקרי:  dimi a id T S.  

:ופוקציה  a של iUקבל שיש סביבה פתוחה   11.ג.7מחלק ב של משפט  ik d
i iF U  R  שגזירה

כך שהמטריצה   iUברציפות בקבוצה   i aJ F  בעלת דרגה מלאה, כלומר דרגתהּ היאik d ,

  ומתקיים:  0i i i iS U x U F x     

)וכל להיח ללא הגבלת הכלליות ש־   0iF a  .(  

האיסוף  1 2,F F F   קציה גזירה ברציפות בקבוצה1היא פו 2U U U  קודה ולכל ,x U 

  מתקיים: 
 
 

1

2

x
x

x

J F
JF

J F
 

   
 

  

  בפרט סמן:    1
1 1 2 2

2
, ,a a a

J
J JF J J F J J F

J
 

    
 

  

  מתקיים: 8.ד.7לפי אבחה     T 0 ik dk
a i iT S u uJ     R  
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  :לכן       
     1 2

T T
1 2 1 2

2T T T
1 2

0 0

, 0 0

i ik d k dk k
a a

k d dk k

T S T S u uJ u uJ

u u J J u uJ

       

 

      

     

R R

R R

  

תון      1 2 0a aT S T S  :ולכן      1 22T 0 0k d dku uJ    R  

Tקיבלו שמערכת המשוואות הליאריות ההומוגיות  0xJ   1היא מערכת של 22k d d   

עלמים שיש להּ פתרון טריוויאלי בלבד. לפי אלגברה ליארית זה שקול לכך  k–משוואות ב

משוואות, כלומר   .kוכל להסיק מכך למשל שבמערכת לפחות kהיא  Jשדרגת המטריצה  

1 22k k d d    1ולכן 2d d k  .ו כאןאבל זה לא מה שדרוש ל ,  

,1עמודות (שמתאימות למשתים  kיש  Jלמטריצה   , kx x1) ו־ 22k d d    שורות (כמספר

שורות בלתי־תלויות ליארית. גדיר פוקציה   kיש בה  k  ). כיוון שדרגתהFרכיבי הפוקציה 

הם  F מתאימים לשורות אלה. כיוון שכל רכיביה F שרכיביה הם רכיבי  kRל־  kRמ־ Gחלקית 

 aJG. מטריצת היעקוביאן Uגזירה ברציפות ב־ Gהפוקציה  Uפוקציות גזירות ברציפות ב־ 

aJשורות בלתי־תלויות ליארית של   kהיא המטריצה המורכבת מאותן  JF  ולכן זאת מטריצה ,

k k .קציה ההופכית יש כדור פתוח  הפיכהלפי משפט הפוB שמוכל ב־U כך ש־|BG  חד־חד־

  ערכית. בפרט :         0x B G x x B G x G a a       

  ברור ש־ Fהם חלק מרכיבי  Gמאחר שרכיבי        0 0x B F x x B G x a       

ומאחר ש־  0F a  :הרי      0x B F x a    

iB, וכן aהוא סביבה של  Bהכדור הפתוח  U U :אז .  

       0 0i i i i i iB S B S U B x U F x x B F x            

  לכן:          1 2 1 20 0 0B S S x B F x x B F x x B F x a             

   



 12ממ"ן  \ב  2022 \  20224 9  

  קודות)  15(  5שאלה 

מסדר  Aלמטריצה   1k k   סמן ב־iA   את המטריצה מסדר   1 1k k    שמתקבלת

 .  סמן:A של המטריצה iממחיקת העמודה ה־     1
1 2det , det , , 1 detk

kA A A A     

f: . תהיkRקבוצה פתוחה ב־  U תהי U  R שגזירה ב־U 1 ותהי: kU R  שגזירה

בקבוצה  fהיא קודת קיצון של   aהוכיחו שאם   .Uברציפות ב־     10 kx U x     אז

הוקטור  f a  יצב לוקטור aJ .  (.טהוסחת הפיתוח של דטרמיהיזכרו ב)  

  פתרון 

בכרך א הסימון   48בעמוד  , ,M u v w  שימש לציון המטריצה ששורותיהָ הןu ,v  ו־w בדומה .

סמן ב־ ;M u A  ה היאאת המטריצה ששורתה הראשוu   1ושאר שורותיהָ הןk    השורות של

  . וסחת פיתוח הדטרמיטה לפי השורה הראשוה היא:A  המטריצה

        1
1 1 2 2

1
det ; 1 det det det det

k
i
i i k k

i
M u A u A u A u A u A u A



          

  בפרט:      det ; a aM f a J f a J      

הוקטור  f a  יצב לוקטור aJ    אם ורק אם    0af a J     כלומר אם ורק אם ,

  det ; 0aM f a J   כלומר אם ורק אם המטריצה ,  ; aM f a J .גולריתסי  

בקבוצה  fהיא קודת קיצון של  aתון ש־     10 kx U x   הקבוצה .U   פתוחה, ולכן

0תת האילוץ   fהיא קודת קיצון מקומית של  a, ולכן  aהיא סביבה של    קציההפו .f 

(כופלי לגרז׳)  11.ה. 7, ולכן לפי משפט a של Uגזירה ברציפות בסביבה הפתוחה  ו־ aגזירה ב־

קבוצת הוקטורים           1 1, , , kf a a a      ארית. הוקטורתלויה לי   i a  הוא

, ולכן קבוצת הוקטורים התלויה ליארית היא קבוצת השורות של aJשל המטריצה   iהשורה ה־ 

המטריצה    ; aM f a J גולרית, וכאמור דבר זה שקול לכךולכן המטריצה הזאת היא סי ,

 שהוקטור  f a  יצב לוקטור aJ .  

3kהערה: שימו לב שאם   ו־  היא האיסוף ,g h    אז     aJ g a h a       מכפלה)

  וקטורית).
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  קודות)  20(  6שאלה 

תהי  3: 0,f  R :שמוגדרת על ידי    2 3 5
1, ,x y z

x y z
  

  ערך מזערי בקבוצה  fהראו שיש ל־     3 4 4 4, , 0, , 1D x y z x y x y z        

  ומִצאו אותו.

  פתרון 

1הם מספרים חיוביים. הפוקציה  fברור שכל איברי תמות  
tt  קציה יורדת ולכןהיא פו

הוא הערך המרבי של הפוקציה  fבבירור הערך המזערי של   
1
f xx  קציהעזר אם כן בפו .

  2 3 5: , ,p x y z x y z  .ום ולכן גזירה ברציפות בכל המרחבשהיא פולי  

  עזר גם בקבוצה     
  

3 4 4 4

4 4 4

, , 0, , 1

, , 0, 0, 1

K x y z x y x y z

x y z x y z x y z

      

      

  

  היא קבוצה סגורה, וכן:  K 25.ד.2לפי מסקה . Dה את הקבוצה  לשמכי

       
     

4 4 4, , 1 , ,

, , 0 , , 0

K x y z K x y z x y z K x y

x y z K y x y z K z

        

     

  

אם  1 2 3, ,x x x x K    0אזix   1,2,3עבורi   4וגם 4 4 4
1 2 3 1ix x x x     ולכן 0,1ix .  

לכן  30,1K   ובפרטK  וםהיא קבוצה חסומה. הפוליp  קציה רציפה ב־הוא פוK   ולפי

  . מצא אותו.Kערך מרבי ב־ p) יש ל־ 4.א.6משפט ויירשטראס (משפט 

p:  גזור את     3 5 2 2 5 2 3 4, , 2 ,3 ,5p x y z xy z x y z x y z   

אם הערך המרבי מתקבל בקודה פימית  , ,x y z ב־K  .קודת מקסימום מקומי אז בפרט זאת

לכן    , , 0,0,0p x y z   ובפרט 3 52 , , 0p
xxy z x y z
   0ולכןx    0אוy   0אוz   ובכל

מקרה   2 3 5, , 0p x y z x y z  אבל זה בודאי לא הערך המרבי של .p ב־K שכן למשל ,

 1 1 1
2 2 2, , K ו־   101 1 1 1

2 2 2 2, , 0p  .  

. כמוכן K  איה קודה פימית, ולכן היא קודת שפה של Kב־ pאם כך קודת המקסימום של 

  , ולכן היא בהכרח מצאת בקבוצה:0השיקול לעיל הראה שאף אחד משיעוריהָ איו 

           3 34 4 4, , 0, 1 , , 0,x y z K x y z x y z K x y            
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1תוכלו לבדוק שהקבוצה הזאת שווה לאיחוד  2 3A A A  :כאשר  

  

    
    
    

3 4 4 4
1

3 4 4 4
2

3 4 4 4
3

, , 0, , 1

, , 0, , 1

, , 0, , 1

A x y z x y x y z

A x y z x y x y z

A x y z x y x y z

      

      

      

  

, אז היא קודת מקסימום של iAמצאת בתת־קבוצה  Kבקבוצה  pאם קודת המקסימום של 

p ב־iA .קודות הקיצון בכל אחת משלוש הקבוצות האלה בדוק מה יכולות להיות .  

  וכל להציג בצורה: 1Aאת הקבוצה   
    

4 4 4
1 1

3
1

, , 1

, , 0,

A x y z U x y z

U x y z x y

    

   

  

  . 24.א.2יחד עם חלק ב של טעה  23.ד.2פתוחה. זה ובע למשל מחלק א של מסקה  1Uהקבוצה  

1תחת האילוץ   pהיא קודת קיצון מקומי של  1Aב־ pלכן קודת המקסימום של     כאשר

  4 4 4, ,x y z x y z    קבל שאם  11.ה. 7. ממשפט (ז׳כופלי לגר) , ,a x y z   קודת היא

  המקסימום הזאת אז הקבוצה 

           3 5 2 2 5 2 3 4 3 3 3, 2 ,3 ,5 , 4 ,4 ,4p a a xy z x y z x y z x y z    

  המטריצה:של שורות התלויה ליארית. זאת קבוצת 
3 5 2 2 5 2 3 4

3 3 3

2 3 5
4 4 4
xy z x y z x y z
x y z

 
  
 

  

2, ולכן כל תת־מטריצה 1 זאת מטריצה שדרגתה לכל היותרולכן  2  גולרית. לכןשלה היא סי

  למשל מתקיים:

 

3 5 2 2 5

3 3

6 5 5 2 5 4 4

2 3
det 0

4 4

4 2 3 0 2 3

xy z x y z
x y

xy z x y z y x

 
  

 

   

  

אבל מאחר ש  1, ,x y z A   מתקיים גםx y  4ולכן 4x y 4לכן  ו 2 42 2 3x y x  40כלומר x  

  .1Aאיה ב־  Kב־  p, וקודת המקסימום של  1Aב־ pוזאת סתירה. לכן אין קודת קיצון של  

 .  וכל למשל להציג אותה בצורה 2Aעבור ל־   
    

2 1

3 4 4 4
2

, , 0

, , 0, 1

A x y z U x y

U x y z x y z

   

     

  

  . 24.א. 2יחד עם חלק ב של טעה  23.ד.2פתוחה, למשל לפי חלק א של מסקה  2Uהקבוצה  

1תחת האילוץ   pהיא קודת קיצון מקומי של  2Aב־ pלכן קודת המקסימום של     כאשר

 , ,x y z x y   קבל שאם  11.ה. 7. ממשפט (ז׳כופלי לגר) , ,a x y z   קודת היא

  המקסימום הזאת אז הקבוצה          3 5 2 2 5 2 3 4, 2 ,3 ,5 , 1, 1,0p a a xy z x y z x y z     

  תלויה ליארית. זאת קבוצת השורות של המטריצה:
3 5 2 2 5 2 3 42 3 5

1 1 0
xy z x y z x y z 

   
  

2, ולכן כל תת־מטריצה 1 היותרולכן זאת מטריצה שדרגתה לכל  2  גולרית. בפרטשלה היא סי
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  למשל 
3 5 2 3 4

2 3 42 5
0 det 5

1 0
xy z x y z

x y z
 

    
 

  

0xולכן    0אוy    0אוz  בסתירה לכך ש־  2, ,x y z A קודת המקסימום המבוקשת . אז

  . כזכור:3A. לכן היא בהכרח ב־2Aגם איה ב־

      
        

3 4 4 4
3

3

, , 0, , 1

, , 0, , , 1, , , 0

A x y z x y x y z

x y z x y z x y z 

      

    

  

הקבוצה   30, קודה ב־ 3פתוחה ולכן היא סביבה של כלA  קודת המקסימום המבוקשת ולכן

תחת זוג האילוצים   pהיא קודת קיצון מקומית של  1, 0   אם 11.ה.7. לפי משפט ,

 , ,a x y z   קודת הקיצון הזאת, הקבוצה היא      , ,p a a a     .אריתזאת  תלויה לי

  קבוצת השורות של המטריצה:

3 5 2 2 5 2 3 4

3 3 3

2 3 5
4 4 4
1 1 0

xy z x y z x y z
x y z

 
 
 
  

  

  לכן המטריצה הזאת סיגולרית, ומכאן: 

  

 

3 5 2 2 5 2 3 4

3 3 3 2 4 3 3 3

2 4 2 4 4 4 4 4
3 3 3 3

2 3 5 2 3 5
0 det 4 4 4 4 det

1 1 0 1 1 0

3 5 2 5
4 det det 4 3 5 2 5

xy z x y z x y z yz xz xy
x y z xy z x y z

xz xy yz xy
xy z xy z xz xy yz x y

y z x z

   
   

    
      

    
              

  

4  לכן: 4 4 43 5 2 5 0xz xy yz x y     

בוסף מכך ש־  3, ,x y z A  ובע ש־x y 4וש־ 4 4 1x y z    4ולכן 41 2z x    והצבה בשוויון

  מהשורה הקודמת ותת:    
 

4

4 5 4 5

4 5

4 4 4 4 21 1
4 2

4 41 1 1 1
2 22 2

3 1 2 5 2 1 2 5 0

5 1 2 10 0

1 2 2 0 4 1

1 2 1

x x x x x x

x x x

x x x x x

x y z x z

     

  

        

          

  

 Kבהכרח יש קודת מקסימום בקבוצה הסגורה והחסומה   pקיבלו אם כן שלפוקציה  

ושקודת המקסימום הזאת היא בהכרח הקודה  4
1 1 1
2 2 2

, ,a  לכן הערך המרבי של .p 

  הוא Kבקבוצה                 5 5 151 1
2 4 2 4 4

4 4

5 55 52 3 5
1 1 1 1 1
2 2 22 2

2 2 2 2 2p a            

 שבה מתקבל ערך זה. Kהיא הקודה היחידה בקבוצה   aו־

כעת חזור לפוקציה התוה בשאלה. זאת הפוקציה   3: 0,f  R :שמוגדרת על ידי  

     
1, ,
, ,

x y z
p x y z

  
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  להראות שיש לה ערך מזערי בקבוצה ויש    3 4 4 4, , 0, , 1D x y z x y x y z        

Dולמצוא מה הערך הזה. מאחר ש־  K   אם \x D a   אז \x K a  ולכן   p x p a 

ומכאן ש־       1 1
p x p af x f a   מאחר ש־ .a Dובע מכך ש־ , f a  הוא הערך המזערי של

f  בקבוצהD ש־ ,a  :קודה היחידה בה הוא מתקבל, וכןהיא ה       15 15
4 4

1
1 2 2f a p a


     


