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  11ממ"ן  מתווה לפתרון 
  ב2022  סמסטר:  3חשבון איªפיªיטסימלי  – 20224  הקורס:

  ªקודות  5  משקל המטלה:   3–1פרקים   חומר הלימוד למטלה:

  לרוב השאלות כמה וכמה דרכי פתרון.
  מובאת כאן בדרך כלל דרך אחת, שאיªה בהכרח הדרך הטובה ביותר.

 דות)ªקו 16(  1שאלה 

kAתהי  R:ותªהוכיחו או הפריכו כל אחת מהטע .  

Aקמורה אז  Aאם   א. A .אם   ב.  קמורהA A  קמורה אזA .קמורה  

A\מורה אז ק Aאם   ג. A .אם   ד.  קמורה\A A  קמורה אזA .קמורה  

  פתרון סעיף א

a,הטעªה ªכוªה. יהיו  b A A   0ויהי 1t :סמןª .   1c ta t b    

cכדי להוכיח ש־ A A  יח ש־ªªc A  וכיח שאז בהכרחªוc A.  

0rיהי  מכך ש־ .,a b A A   ובע שכל אחד מבין הכדוריםª ;B a r ו־ ;B b r קודה של  מכילª

A כלומר יש , ;a A B a r   ויש ;b A B b r :סמןª .   1c ta t b      

a,קמורה ו־ Aמכך ש־ b A  ובע ש־ªc Aכמוכן .  

       
        

1 1

1 1 1

c c ta t b ta t b

t a a t b b t a a t b b tr t r r

        

                

  

כלומר  ;c B c r  ולכן ;A B c r .  

 גם ; \c B c r A  ולכן ; \B c r A   ומכאןc A.  

  פתרון סעיף ג

,אם  \a b A A   ימיות שלªקודות פª אז הןA  0ולכן ישr  כך ש־ ;B a r A ו־ ;B b r A .

אם  1c ta t b   0ו־ 1t  ראה ש־ª ;B c r A  ואז\c A A  ו ולכן הקטע שקצותיa ו־b 

A\מוכל כולו ב־ A והקבוצה ,\A A  קמורה. לשם כך יהי ;c B c r  סמןªוv c c  אז .

v r:מתקיים .  

            1 1 1 1c c v ta t b tv t v t a v t b v ta t b                   

ו־ ;a a v B a r     וכן ;b b v B b r     ולכן,a b A  וכיוון ש־A  קמורה גם

 1c ta t b A     ובכך הוכח ש־ , ;B c r A.והסתיימה ההוכחה ,  

  יות לסעיפים ב ו־ד דוגמאות ªגד

  סעיפים ב ו־ד איªם ªכוªים, ויש דוגמאות ªגדיות רבות ושוªות לכל אחד מהם.
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דרך אחת מאוד גיאומטרית לקבל דוגמה ªגדית היא לקחת מצולע קמור כלשהו (למשל משולש) 

״בפªים״ וקודקודי  שכוללת את כל ªקודות המצולע, כולל הªקודות Aבמישור, וליצור קבוצה 

(למעשה די להסיר ªקודה אחת מאחת  המצולע, אבל ללא שאר הªקודות שעל צלעות המצולע

איªה קמורה, כי לכל צלע של המצולע היא  A. אז בבירור הצלעות, שאיªה קודקוד של המצולע)

Aמכילה את שªי קצותיהָ אבל לא את שאר הªקודות. הקבוצה  A   קודותª היא קבוצת כל

A\המצולע, כולל כל הªקודות על צלעות המצולע, וזאת קבוצה קמורה, ואילו הקבוצה  A  היא

  קבוצת ªקודות המצולע הפªימיות, ללא הקודקודים והצלעות, וגם היא קבוצה קמורה.

1kדוגמה אחרת לגמרי: ªקח   ו־A Q  .(לייםªקבוצת המספרים הרציו)כדור חד־ממדי בכל – 

יש מספרים רציוªליים ומספרים אי־רציוªליים, ולכן כל מספר ממשי הוא  – בכל קטעכלומר 

כלומר  ªQקודת שפה של  Q R אז . Q Q R  ו־\  Q Q  הם קבוצות קמורות, אבל

Q .(ליªכי בכל קטע יש מספר אי־רציו) ה קבוצה קמורהªבבירור אי  

  

  

 ªקודות) 16(  2שאלה 

2kיהי   ו־kaR . תהי: kf R R קציה שרציפה ב־ªפוkR.  

הוכיחו שיש   \ 0 kkuR  כך שהפרוסה,|a uf .קציה חד־חד־ערכיתªה פוªאי  

  פתרון

  יש דרכים רבות לªסח הוכחה לªדרש. הוכחה אחת:

a|,, כלומר כל הפרוסות ªªיח בשלילה שהטעªה איªה ªכוªה uf .ת.וחד־חד־ערכי  

1vאז למשל עבור  e  הפרוסה,|a vf .חד־חד־ערכית  

בה״כ ªªיח ש־       , ,| 1 | 0a v a vf a v f f f a     חליף אתª אחרת)f ב־f.(  

אז    ,| 1 0a vf a v f   אם , אחרת ,   , ,| 1 | 1a v a vf f   יאזªקבל יממשפט ערך הביª ם

0 1c  כך ש־   , ,| | 1a v a vf c f  אחרת .   , ,| 1 | 1a v a vf f  יים ישªוממשפט ערך הבי 

1 0c   כך ש־   , ,| | 1a v a vf c f.  י המקרים ישªסתירה לחד־חד־ערכיות של בש,|a vf.  

כעת ªצדיק איכשהו את העובדה ש־ \k aR  13.ט.2קשורה־מסילתית (למשל בעזרת שאלה (

וªסיק שיש מסילה    : 0,1 \k a  R כך ש־ 0 a v   ו־ 1 a v   אז . : 0,1f   R 

  רציפה ומתקיים         0 1f f a v f a f a v f         

0ולכן יש  1c  כך ש־   f c f a .    \kc a R  ולכן  0u c a  
 

  

 מתקיים            , ,| 1 | 0a u a uf f a u f c f c f a f        

a|,ולכן  uf .(חת השלילהªבסתירה לה) ה חד־חד־ערכיתªאי    
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 ªקודות) 20(  3שאלה 

הוכיחו שהקבוצה   2
1

1

, , 1
k

i
k i

i

x x x


   
  

 היא משטח־על ב־kR.  

  המלצה: במקום להוכיח זאת ישירות מההגדרה, כדאי לªסות להיעזר במשטחי־על מוכרים.

  פתרון

  , שבה מוכח שספירת היחידה היא משטח־על.14.י.2אפשר להוכיח את הטעªה בדומה לדוגמה 

 Kבמקום זה ªªצל את העובדה שידוע כבר שהספירה היא משטח על. ªסמן את הקבוצה הªתוªה ב־

וªסמן   1 0 ;1kkS S  קציהªהפו . : \ 0k S R 1וגדרת על ידי שמ
x

x x  קציהªהיא פו

). אם Sזאת פוªקציית הזהות של Sיסודית ולכן רציפה. היא כמובן על (למשל כי הצמצום שלה ל־

 29.ד.2אז מחלק ב של הטעªה המופלאה  Sל־ Kהיא פוªקציה הפיכה מ־ ª|Kראה שהצמצום 

הוא פוªקציה הפיכה,  K|. כדי להראות שהצמצום Sל־ Kהיא הומאומורפיזם מ־ K|יªבע ש־

uי להראות שלכל ד S  מתקיים   1K x x u  .  

תוכלו לבדוק בקלות ש־    0x x u tu t    כלומר יש להראות שבקרן , 0tu t   יש

ª .סמן Kבדיוק איבר אחד של  1, , ku u u  .  

tuאז  K  אם ורק אם 2

1

1
k

i
i

i

tu


2. זה שקול ל־ 2

1

1
k

i
i

i

t u


.  

0uכיוון ש־   2מתקיים

1

0
k

i
i

i

u


  0ואםt   השוויון הקודם שקול ל־

1
2

2

1

k
i

i
i

t u




 
  
 
.  

0tזה מראה שיש   יחיד כך ש־tu K כלומר בקרן , 0tu t   יש בדיוק איבר אחד שלK.  

(למעשה זה מראה ש־ 
1
2

1 2

1

| :
k

i
K i

i

u u u






 
 
 
וגם כך רואים ש־ ,|K ומאומורפיזם).היא ה  

היא  kRשהומאומורפית למשטח־על ב־ kRאלא מה: אין שום דבר שמבטיח לªו שתת־קבוצה של 

  . ªצטרך לעבוד עוד קצת. kRעצמה משטח־על ב־

לפי הוכחה ב בדוגמה הקבוצה  \ kS e  1היא טלאיk ־ממדי ב־kR.  אפשר להוכיח שאםu S 

(למשל להראות שיש מטריצה  uל־ keואת  0ל־ 0אז יש העתקת חפיפה שמעבירה את 

, ואז ההעתקה המוגדרת בחלק א של שאלה uשהשורה האחרוªה שלהּ היא  Pאורתוגוªלית 

גם  13.י.2היא העתקת חפיפה כזאת). אז לפי מסקªה  13.ז.1 \S u  1היא טלאיk ־ממדי ב־kR.  

|K הוא הומאומורפיזם מ־K ל־S  ולכן \|K v הוא הומואמורפיזם מ־ \K v ל־ \S v.  

  \S v 1היא טלאי, כלומר היא הומואומורפית לקבוצה פתוחה ב־kR.  
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הרכבת הומואומורפיזמים היא הומאומורפיזם, ולכן גם  \K v  הומואומורפית לקבוצה פתוחה

1k, ולכן היא טלאי 1kRב־ .־ממדי  

0vכעת לכל   ן בªתבוª קבוצה הפתוחה \ 0k
vU tv t R ו על חיתוך . ברורªממה שהוכחK 

vאם שעם קרªיים שקודקודן בראשית  K  אז \vU K K v  .קודות  כעתª יקח שתיª אם

v,שוªות  v K אז \ 0k
v vU U   R  ולכןv vK U U   וכן , \vK U K v  ו־

 \vK U K v    1הן טלאיםk  ־ממדיים, ולכןK 1ריעה היא יk ל ־ממדית, כלומר משטח ־ע

  .kRב־

  

 ªקודות) 16(  4שאלה 
1kיהי    מספר אי־זוגי. תהי קציה חלקית מ־ªפוR ל־R 0שגזירה ב־.  

  שמוגדרת כך: Rל־ kRהפוªקציה החלקית מ־ fתהי    1 1: , , k
k kf x x x x    

ב־ fחַשבו את כל הªגזרות הכיווªיות של  0 k והוכיחו ש־f גזירה ב־ 0 k  אם ורק אם 0 0 .  

  

  פתרון

  מתקיים:                0, 1 1 1
| kkk k

u k k k
f f tu tu tu t u u t u u         

  ולכן:            1 1
0 0d k k

u dt k k
f t u u u u       

i:  אז לכל      0 0 0 0 0
i

k
e

i

f
f

x

    


  

מתקיים  6.ג.3גזירה אז לפי משפט  fט אם בפר 0 0f  :ולכן  

                1, ,10 0 1, ,1 0 0 1 0 1 0kf f                

ªª ,יח ש־ךההפובכיוון  0 0  וכיח ש־ªוf סמן:0גזירה ב־ª .   
   0

0

0 0

t

t t
t

t

 


  


  

מכך ש־ 0 0  ובע ש־ª אז0רציפה ב־ .  

          

        
        

1

1
1 1 0

00 0

0 0k

k
k

k
kk k

k k x

x xf x f x

x x

x x
x x x x

x

 

  


  


    




 

  

 גזירה ו־ f 2.א.3הגדרה וולפי כלל הכריך  0 0f .  
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 ªקודות) 16(  5שאלה 

תהי  k kB M  R  ותהי   : k k k kf M M R R :שמוגדרת כך   
2022

1

m m m m

m

A A B B A


  

  .1.א.1והערה  1.ו.3(ראו הגדרה .  0Dfומצאו את הפוªקציה הליªארית  0גזירה ב־ fהראו ש־

אוסף המטריצות  k kM  R  מזוהה עם המרחב
2kRה היא למטריצת האפס. 0וב־ªהכוו(  

  

  פתרון

פוªקציות החיבור והכפל של מטריצות הן פוªקציות פוליªומיות,  6לפי חלקים א ו־ב של דוגמה ו.י.

ªיתן לחשב את  ןו, ובעקרהיא פוªקציה פוליªומית, ולכן היא גזירה בכל המרחב fולכן הפוªקציה 

את  12.ו.3, מכך לקבל בעזרת מסקªה 0בכל ªקודה, ובפרט ב־ כל הªגזרות החלקיות של כל רכיביהָ 

לעבוד  . אבל אªו איªªו רוצים0Dfאת הפוªקציה הליªארית  5.ו.3וממªה לפי הגדרה  0Jfהמטריצה 

בר שהרבה יותר פשוט למצוא את הדרוש ישירות מהגדרת רחי, ומסתקשה יותר ממה שהכ

  ).1.ו.3הגזירות של פוªקציה (הגדרה 

  ראשית:   
2022 2022

1 1

0 0 0 0 0m m m m

m m

f B B
 

      

שªית ªגדיר פוªקציה    0 : k k k kDf M M R R על ידי  A AB BA  

  ליªארית כי: 0Df. הפוªקציה 1.ו.3וªראה שמתקיימות כל הדרישות שבהגדרה 

       

       

0

0 0

Df X Y X Y B B X Y

XB YB BX BY

XB BX YB BY Df X Df Y

     

   

   

    

   

     

  

  כעת:
         

 

2021

2021
0 2

2

0
0 1

m m m m

m m m mm

m

h B B h hB Bh
f h f Df h

h B B h
h h h





   
 

  


  

  :לכן
       

   

2021 2021
0

2 2

2021 2021

2 2

2021 2021
1 1

0
2 2

0 1 1

1 1

2 2 0 0

m m m m m m m m

m m

m m m mm m m m

m m

m m m m
h

m m

f h f Df h
h B B h h B B h

h h h

h B B h h B B h
h h

B h B

 

 

 


 

 
   

   

  

 

 

 

  

 כלל הכריךוªעשה זאת בהמשך. ראשית ªסיק בעזרת  יש להצדיק את האי־שוויון שמסומן ב־

שמתקיים 
     0

0

0
0h

f h f Df h

h 

 
  ולכן

     0
0

0
0h

f h f Df h

h 

 
     

  .1.ו.3מהגדרה  0Dfהיא הפוªקציה הליªארית  0Dfוהפוªקציה שסומªה קודם ב־ 0גזירה ב־ fכן לו

  :הדבר היחיד שªותר הוא להצדיק את האי־שוויון שסומן ב־
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ªראה שאם  k lA M  R ו־ l nB M  R  מתקייםAB A B  דוקציהªובע בעזרת איª מכך .

1שלכל מכפלת מטריצת שמוגדרת מתקיים  1m mA A A A  ובפרט אם , , k kB h M  R ו־

m  מספר שלם חיובי אז
m mm mh B h B ו־

m mm mB h B h והאי־שוויון , .כוןª  

יהיו k lA M  R ו־ l nB M  R .  כזכור ijA מטריצה הוא סימון לרכיב של הA  מצאªש

  שלהּ. לפי הגדרת כפל מטריצות מתקיים: jובעמודה ה־ iבשורה ה־     
1

l

ij is sj
s

AB A B


  

  , מתקיים1.א.1) יחד עם חלק ג של הערה 1.ד.1לפי הגדרת האורך של וקטור (הגדרה 

   22

1 1

k l

is
i s

A A
 

  

  וגם: 22

1 1

l n

sj
s j

B B
 

  

  מאישוויון קושי שוורץ               

             

1 1
1

2 2

1 1
1 1

, , , ,

, , , ,

l

ij is sj i il j lj
s

l l

i il j lj is sj
s s

AB A B A A B A

A A B A A B



 

  

   



 

 

 

  

  ולכן:     2 2 2

1 1

l l

ij is tj
s t

AB A B
 

   
    
   
   

  אז     

   

2 2 22

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1

k n k n l l

ij is sj
i j i j s s

k l n l

is sj
i s j s

AB AB A B

A B A B

     

   

    
           

  
         

   

 

  

כלומר 
2 2 2

AB A B  ולכןAB A B .   
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 ªקודות) 16(  6שאלה 

שגזירה בסביבה של הªקודה  Rל־ 2Rפוªקציה חלקית מ־ fתהי  1,1 :ותªובעלת התכו  

  יש סביבה של 1,1  שלכל ,x y הּ מתקיים:ב       2 , , 2 , 0f f
x yy x y y x y f x y 
    

  שלכל  1יש סביבה שלt :מצא בה מתקייםªש   2 , cosf t t t 

סביבה של הוכיחו שיש  1,1 קציה יסודית ששווה ל־ªופוf וסחה ל־בסביבª ה זאת, ומִצאוf 

(הדרכה: היעזרו בªגזרות החלקיות של הפוªקציה שªכוªה בסביבה זאת.    2 2: , 2 ,2s t t f s t t (.  

  פתרון

2תהי  2: R R  שמוגדרת על ידי   2, 2 ,2s t s t t . ומית ולכן רציפהªקציה פוליªזאת פו

  מתקיים: 12.ו.3ירה ולפי מסקªה וגז 

   

   

1 1

2 2
,

1 4

0 2
s t

s t

s t

t
J

 

 


 
 

 
 

            

  

ה מֶ דוֹבְּ . t, ואת ״המשתªה השªי״ ב־sב־ שימו לב: סימªו כאן את ״המשתªה הראשון״ של 

sהªגזרת החלקית שלפי המשתªה הראשון מסומªת ב־

  הªגזרת החלקית שלפי המשתªואילו ה

tהשªי  מסומªת ב־

  יםªבמקום הסימו)x


 ו־y


  או

1x

 ו־

2x

.(בהתאמה ,  

ªשים לב ש־   1 1
2 2, 1,1  סמן וª 1 1

2 2,a  תהי .U  של פתוחה סביבה 1,1  שבהf  גזירה

  ומתקיים השוויון:     2 , , 2 , 0f f
x yy x y y x y f x y 
     

אז     2, ,V s t s t U  R  היא סביבה פתוחה שלa  לכל ולכן ,s t V מתקיים  

                  2

2 2
, , , , 2 , 0f f

x ys t s t s t s t f s t     
     

  דהייªו:       22 2 2 24 , 2 ,2 2 2 ,2 2 2 ,2 0f f
x yt s t s t t t s t t f s t t 
        

) לכל 2.ז.3לפי כלל השרשרת (מסקªה  ,s t V  מתקיים ,s t U   ולכןf קודה גזªירה ב

 ,s t ומתקיים:             

        

    
      

, , ,,

,

2 2

2 2 2

,

, , ,

1 4
2 ,2 , 2 ,2

0 2

2 ,2 ,4 2 ,2 2 2 ,2

s t s t s ts t

f f
s tx y

f f
x y

f f f
x x y

J f Jf J f s t J

s t s t J

t
s t t s t t

s t t t s t t s t t

   

   
 

 
 

  
  

  



 
    

 

    

  

  בפרט:
       2 2, 4 2 ,2 2 2 ,2
f f f
t x ys t t s t t s t t
  

     
  

ª  תבוªן בפוªקציה המוגדרת על ידי:עכשיו      2 2 2: , , 2 ,2s t t f s t t f s t t      
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ה שם, ולפי כלל המכפלה ולכן היא גזיר Vזאת מכפלה של פוªקציות שגזירות בקבוצה הפתוחה 

  מתקיים: 1של הªגזרת מאיªפי         2, , 2 ,
f

t ts t t s t t f s t
 

      

עבור כל  יחד עם מה שכבר מצאªי קודם ªקבל ,s t V:  

          
      

2 2 2 2

2 2 2 2

, 4 2 ,2 2 2 ,2 2 2 ,2

4 2 ,2 2 2 ,2 2 2 ,2 0 0

f f
t x y

f f
x y

s t t t s t t s t t t f s t t

t t s t t t s t t f s t t t

  
  

 
 

      

        

  

) הªגזרת החלקית 4.ג.3כזכור (הערה  ,
t
s t

 קצªגזרת של הפוª יה היא למעשה ,t s t ,

, ªרצה מאוד לטעון 0. מאחר שהªגזרת הזאת היא היא פרוסה של  sשעבור כל ערך קבוע של 

ליªו להיזהר: שכל אחת מהפרוסות האלה היא פוªקציה קבועה. אך ע 1על פי מה שלמדªו באיªפי 

בקטע. מה שיש לªו כאן זאת פוªקציה  0עוסק בפוªקציה שªגזרתה היא  1המשפט מאיªפי 

כזה ש־ tעבור כל  0שªגזרתהּ היא  ,s t V  כלומר) ,s t U ( ו יודעים כלל וכללªªואי ,

  הם קטע. אין כל סיבה להªיח שזה כך. tצת הערכים האלה של ושקב

. עיגול זה מכיל מלבן aמכילה עיגול שמרכזו  V. לכן aהיא סביבה של  V־מה שאªו יודעים זה ש

כאלה ש־ Jו־ I. יש אפוא קטעים פתוחים aפתוח סביב  1 1
2 2,a I J V   .  

sאם  I  אז לכלt J ם מתקיי ,s t V  ולכן , 0
t
s t

  קציהªאז הפו . ,t s t  היא

s, ולכן היא פוªקציה קבועה. כמובן לערכים שוªים של Jבקטע הפתוח  0פוªקציה שªגזרתהּ  I 

הפוªקציות  ,t s t  ות. לכלªקציות קבועות שוªיכולות להיות פוs I  יש איזשהו קבוע ממשי

שªסמן ב־ c s כך ש־   ,s t c s   עבורt J.  

c:אם כך יש לªו פוªקציה  I R  כך שלכל ,s t I J   מתקיים   ,s t c s  מהגדרת .

ª  קבל: הפוªקציה    2 22 ,2t f s t t c s   

0ללא הגבלת הכלליות אפשר להªיח ש־ J ולכן:     2 22 ,2f s t t t c s   

מתקיים  1באיזושהי סביבה של  tעכשיו ªרצה לªצל את הªתון השªי, שלכל  2 , cosf t t t .

1של  שהיא סביבה Jשבשורה הקודמת, שהיה לקוח מ־ t(זהירות: זה לא אותו 
  .)1ולא של  2

2zלשם כך ªסמן למשל  t רצה שיהיהª .2 22z s t   סמןª 2ולכן 2 2 2 21 1
2 22s z t z z z    .  

הפוªקציה  21 1
2 2: ,z z z  רציפה, ו־   1 1

2 21 ,  המלבן .I J  הוא סביבה של 1 1
2 ולכן  ,2

בסביבה זאת מתקיים  zכך שלכל  1יש סביבה של    21 1
2 2,z z z I J  .  

ªציב זאת בשוויון    2 22 ,2f s t t t c s  :קבלªו        
   2

2 22 21 1 1 1 1
2 2 2 2 2

2 24 1
2

2 ,2

,
z

f z z z z c z

f z z c z


  


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מתקיים גם  1באיזושהי סביבה של  z, ולפי הªתון ל־1באיזושהי סביבה של  zזה ªכון עבור 

השוויון  2 , cosf z z z שלכל  1של , ולכן יש סביבהz בהּ מתקיים   2
24 1

2cos
z

z c z  

  ולכן: 2 21 1
2 4 cosc z z z  

2sמרציפות הפוªקציה  s  1בסביבה של
ª1קבל שיש סביבה של  2

  בהּ מתקיים: sשלכל  2

   
 

2 21 1
2 4

1
2

2 2 cos 2

cos 2

c s s s

c s s s





  

1היה סביבה של  Iגם הקטע 
. כדי להימªע מים של סימוªים ªªיח בה״כ שהקטע הזה מוכל 2

הצורך) וªסיק שלכל  דהייªו ªקצר אותו לפי(בסביבה שבה מתקיים השוויון האחרון  ,s t I J  

  מתקיים השוויון: 2 2 1
2 2

cos 2
2 ,2 cos 2

2

s s
f s t t t s s

t
     

, שתקפה בסביבה של fעכשיו אªחªו כבר קרובים מאוד ליעד שלªו: ªוסחה לפוªקציה  1,1.  
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אם ªציב    1, ,s t x y   קבלª     1, ,f x y f x y   השוויון .   1, ,s t x y   שקול

לשוויון    , ,s t x y   כלומר   22 ,2 ,s t t x y  2. לזה דרושt y  1כלומר
2t y רוש גםדו

22s t x   2כלומר 21
22s x t x y   .  

הפוªקציה    21 1
2 2: , ,x y x y y  רציפה, ו־   1 1

2 21,1 ,  ו־לכן יש סביבה ,N  של 1,1  כך

שלכל  ,x y N מתקיים ש־ ,x y  ו קודם, כלומרªמצא בסביבה שבה מתקיים השוויון שמצאª
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